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“Penser que le soleil lui-meˆme a des ennuis
Que le soleil lui-meˆme a de sombres histoires
Avec de petits riens qui font les grands nuages
Et d’autres petits riens qui font pires en lui-meˆme
Cela devrait pouvoir me consoler un peu”
Les ennuis du soleil
Elsa Triolet et E. Guillevic
chante´ par Jeanne Moreau
“Ils marchaient, suivant le premier trottoir venu.
Un petit nuage rose descendait de l’air et s’approchait d’eux
– J’y vais ? proposa-t-il.
– Vas-y, dit Colin.
Et le nuage les enveloppa.
A l’inte´rieur, il faisait chaud et c¸a sentait le sucre a` la cannelle.
– On ne voit plus ! dit Colin... Mais nous on les voit !...
– C’est un peu transparent, dit Chloe´. Me´fiez-vous.”
L’e´cume des jours
Boris Vian

1Chapitre 1
Introduction
Dans ce chapitre introductif, nous donnons quelques aspects concernant la complexite´ des
sciences du climat et le roˆle central du transfert de l’e´nergie radiative. L’importance du roˆle
radiatif des nuages est examine´ en particulier. Une des caracte´ristiques des sciences du climat
est la tre`s grande gamme d’e´chelles en pre´sence et les interactions entre les processus physiques
aux diffe´rentes e´chelles. L’un des enjeux majeurs des sciences du climat est tre`s certainement
la prise en compte des processus a` diffe´rentes e´chelles sans les calculer tous explicitement.
L’e´tude du transfert radiatif est primordiale pour une deuxie`me raison que nous abordons :
la te´le´de´tection satelittaire.
Dans un deuxie`me temps, les proble´matiques du transfert radiatif en milieu he´te´roge`ne
sont de´taille´es : la difficulte´ de la prise en compte des processus radiatifs, leurs aspects
multie´chelles, les techniques de calcul ge´ne´ralement utilise´es, et le besoin de formalisation
du transfert radiatif en milieu he´te´roge`ne, qui a conduit a` l’utilisation, dans ce travail, de
l’analyse multire´solution de type ondelettes.
1.1 Quelques aspects sur la complexite´ des sciences du climat
1.1.1 Roˆle central du transfert de l’e´nergie radiative
L’objectif des sciences du climat est de comprendre le fonctionnement de cette “machine”
thermique qu’est l’enveloppe superficielle de la Terre, constitue´e d’oce´ans, de terres fermes,
et d’une atmosphe`re mince par rapport a` l’extension horizontale, contenant des gaz, des par-
ticules solides ou liquides. Compte tenu de la diversite´ a` la fois des composants du syste`me
et des phe´nome`nes physiques, la climatologie regroupe un ensemble de sciences : le transfert
radiatif (interaction matie`re-rayonnement), la thermodynamique, la me´canique des fluides, la
chimie (en phase gazeuse ou liquide, la photochimie). Ces dernie`res anne´es, on a pu consta-
ter l’importance et la complexite´ des couplages entre ces diffe´rentes sciences en e´tudiant des
phe´nome`nes comme El Nino (couplage oce´an-atmosphe`re associe´ a` un forc¸age solaire maxi-
mal), aux effets a` grande e´chelle dans le temps et l’espace, la destruction de la couche d’ozone
stratosphe´rique (destruction chimique due a` la pre´sence d’espe`ces chimiques chlore´es anthro-
piques, associe´es a` des nuages tre`s froids (170 K)), ou l’effet de serre. La climatologie cherche
de´sormais a` pre´voir la re´ponse du climat a` la perturbation du fonctionnement de cette ma-
chine e´nerge´tique, due aux effets de l’action de l’homme sur l’environnement- essentiellement
le rejet de gaz dans l’atmosphe`re.
Notre plane`te est globalement en e´quilibre thermique : elle se refroidit en rayonnant dans
les grandes longueurs d’onde (supe´rieures a` 10 µm) vers l’espace qui l’entoure, et est chauffe´e
par l’absorption du rayonnement solaire a` courtes longueurs d’onde (entre 300 et 1500 nm).
Si, globalement, on sait combien le syste`me Terre absorbe de cette e´nergie solaire (envi-
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ron 70%), on connait mal la re´partition de cette absorption et ses me´canismes complexes.
Les raisons essentielles des diffe´rences de re´partition de cette absorption sont la variation
de l’e´clairement solaire en fonction de la latitude, la diversite´ des proprie´te´s des surfaces
plane´taires, la pre´sence en altitude de couches nuageuses qui controˆlent l’entre´e d’e´nergie
dans le syste`me, l’e´clairement simultane´ d’une partie seulement de la plane`te et les temps
de re´ponse de chacun des composants du syste`me. Cette “machine” thermique joue donc le
roˆle que lui imposent les lois de la physique, celui d’un e´change d’e´nergie entre les diffe´rentes
composantes du syste`me, amenant a` une modification du climat a` toutes les e´chelles.
Raisonnons d’abord a` l’e´chelle synoptique a` partir de figures issues de [Lorentz 1967].
La figure 1.1 indique l’e´nergie solaire atteignant l’extre´mite´ de l’atmosphe`re (traits pleins en
haut), l’e´nergie solaire moyenne absorbe´e par le syste`me Terre-oce´an-atmosphe`re (traits pleins
en bas), et le rayonnement infra-rouge quittant le syste`me Terre-oce´an-atmosphe`re (tirets).
Les valeurs sont enW.m−2. On voit que les re´gions tropicales absorbent plus de chaleur qu’elles
Fig. 1.1 – Energie solaire atteignant l’extre´mite´ de l’atmosphe`re (traits pleins en haut) ;
Energie solaire moyenne absorbe´e par le syste`me Terre-oce´an-atmosphe`re (traits pleins en
bas) ; Rayonnement infra-rouge quittant le syste`me Terre-oce´an-atmosphe`re (tirets) – Les
e´chelles sont en W.m−2 – D’apre`s [Lorentz 1967].
n’en e´mettent. Les re´gions polaires, au contraire, ont tendance a` se refroidir radiativement.
Des me´canismes vont “transporter” l’e´nergie des tropiques en direction des poˆles, ve´hicule´e
par les masses d’air et les courants oce´aniques. Le transport me´ridional de l’e´nergie vers le
nord est indique´ en tirets sur la figure 1.2, ainsi que l’exce`s d’e´nergie solaire absorbe´e par
rapport au rayonnement infra-rouge sortant (traits pleins). On conside`re que 50% de cet
e´change est re´alise´ par les transports oce´aniques, 50% par les transports atmosphe´riques.
A une latitude donne´e, l’absorption de l’e´nergie solaire cre´e e´galement des de´se´quilibres
e´nerge´tiques : la surface terrestre est re´chauffe´e radiativement, alors que l’atmosphe`re est
radiativement refroidie [Lenoble 1993] : un e´change d’e´nergie va donc se mettre en place
entre la surface et l’atmosphe`re ; les e´changes convectif, de chaleur latente, par rayonnement
infrarouge.
Les transfert radiatifs interagissent donc avec les thermodynamiques atmosphe´riques, la
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Fig. 1.2 – Exce`s d’e´nergie solaire absorbe´e par rapport au rayonnement infra-rouge sortant
(traits pleins) ; Transport vers le nord de l’e´nergie (tirets) - Les e´chelle sont en W.m−2 –
D’apre`s [Lorentz 1967].
dynamique, les processus d’e´vaporation et de convection. Selon [Lenoble 1993], le temps de
relaxation d’une perturbation de tempe´rature cause´e par un e´change radiatif dans la tro-
posphe`re est beaucoup plus grand que le temps de relaxation dynamique. Cela signifie que
les e´changes radiatifs jouent un roˆle mineur a` petite e´chelle de temps (2 ou 3 jours) mais
deviennent de plus en plus importants a` mesure que l’e´chelle de temps augmente. Ainsi, la
redistribution de l’e´nergie radiative est le me´canisme principal de´finissant le climat global
[Hansen et al. 1981].
1.1.2 Roˆle radiatif des nuages
Les nuages recouvrent en permanence 60 a` 70% de la surface du globe. On sait qu’ils
jouent un roˆle radiatif important et complexe [Harrison et al. 1990]. D’une part, les nuages
controˆlent l’entre´e de l’e´nergie dans le syste`me en re´fle´chissant une partie du rayonnement
(environ 20%). Ils participent ainsi au refroidissement de la plane`te. D’autre part, les nuages
e´tant plus froids que la surface terrestre, ils rayonnent moins que celle-ci dans les longueurs
d’onde thermique, et ont ainsi tendance a` re´chauffer la plane`te. Ces deux phe´nome`nes sont
en concurrence, et l’effet radiatif net des nuages de´pend du type de nuages conside´re´s. Les
cirrus par exemple, nuages de haute altitude, sont optiquement minces : ils re´fle´chissent peu
le rayonnement solaire. Etant tre`s froids, ils e´mettent moins dans l’infra-rouge que des nuages
de plus basse altitude. Ils ont donc tendance a` re´chauffer la plane`te. L’effet des nuages bas
de type stratocumulus est inverse : ils re´fle´chissent efficacement le rayonnement solaire et,
e´tant plus chaud, ils e´mettent plus dans l’infrarouge. Ils ont donc tendance a` refroidir la
plane`te ; leur roˆle radiatif est important car ces champs nuageux sont tre`s pre´sents [Cahalan
et al. 1994a].
De plus, le roˆle des nuages est d’autant plus important et complexe a` prendre en compte
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que des re´troactions complexes (feedback) apparaissent. Par exemple, le roˆle radiatif des cir-
rus sur le re´chauffement de la plane`te est positif ; celui-ci a pour conse´quence a` la fois un
re´chauffement et un refroidissement de l’atmosphe`re, respectivement a` basse et haute alti-
tude ; et ce refroidissement a pour conse´quence une pre´sence plus importante de cirrus. De
meˆme, le forc¸age radiatif solaire cre´e de la convection qui ge´ne`re des nuages, qui a` leur tour
cre´e´ent un forc¸age radiatif qui perturbe la dynamique, les profils des tempe´ratures, etc. Selon
[Cess et al. 1990], la plus grande incertitude dans les mode`les climatiques globaux tient a` la
complexite´ des re´troactions nuageuses.
On parle ainsi de sensibilite´ climatique a` la couverture nuageuse. Une variation de 1 % de
l’albe´do terrestre (soit ±0.003) entraˆıne une changement de 0.5 K de la tempe´rature moyenne
de la surface terrestre. Or, la structure des nuages, mal connue et de ce fait mal repre´sente´e,
controˆle la re´flectivite´ nuageuse [Cahalan et al. 1994a] : on surestime l’albe´do des nuages en
les conside´rant plan-paralle`le1, donc leur capacite´ a` refroidir la plane`te.
Les bilans radiatifs nuageux sont donc une donne´e importante, et ils doivent eˆtre connus
avec une certaine pre´cision pour pouvoir quantifier nombre de processus. On conside`re que
l’estimation des flux radiatifs dans les GCM (Global Circulation Model) doit atteindre la
pre´cision du % [Stephens and Tsay 1990]. Pourtant, cette pre´cision n’est pas atteinte. Une
incertitude de 20 W.m−2 demeure, par exemple, concernant l’absorption solaire par les nuages
(environ 3 %) : l’absorption nuageuse obtenue a` partir de mesures est toujours supe´rieure a`
celle obtenue par mode´lisation ([Stephens and Tsay 1990], [Ramanathan et al. 1995], [Cess
et al. 1995]). Des efforts importants sont porte´s vers une meilleure prise en compte des nuages
dans les calculs radiatifs a` grande e´chelle [Oreopoulos and Barker 1999].
Enfin, rappelons le roˆle primordial du transfert radiatif pour la chimie atmosphe´rique, en
particulier troposphe´rique. Beaucoup de re´actions chimiques d’importance sont des re´actions
photochimiques, c’est a` dire que l’e´clairement solaire des mole´cules et leurs photodissociations
est le moteur de re´actions chimiques. C’est le cas pour les chimies gazeuse aqueuse. En photo-
chimie, les quantite´s radiatives a` conside´rer sont moins le flux solaire direct que les radiances
[Madronich and Flocke 1997] : l’inte´gration des radiances en un point donne un flux moyen,
appele´ le flux actinique. Celui-ci fournit le taux de photolyse, de´fini comme le taux local d’un
processus de photoabsorption conduisant a` un e´ve´nement spe´cifique de photodissociation. La
diffusion multiple qui s’ope`re dans la plupart des nuages existants va en faire de ve´ritables la-
boratoires de photochimie : les gaz et ae´rosols interstitiels vont eˆtre particulie`rement e´claire´s,
ainsi que les particules en solution dans les gouttes (pour [Ruggaber et al. 1997], le taux
de photolyse a` conside´rer pour une mole´cule contenue dans une gouttelette vaut 1.6 fois le
taux de photolyse de cette meˆme mole´cule en phase interstitielle). De plus, dans le cas de
champ nuageux e´pars de type champ de cumulus, l’e´clairement des nuages par leurs voisins
va eˆtre particulie`rement importants pour la photochimie des ae´rosols et gaz situe´s entre ces
nuages. Ainsi, le roˆle radiatif des nuages, et la prise en compte des effets radiatifs “3D”, sont
primordiaux en chimie troposphe´rique.
1.1.3 Un proble`me d’inte´gration d’e´chelle
Les sciences du climat constituent une discipline scientifique singulie`re et complexe de par
l’e´tendue des e´chelles spatiale et temporelle en pre´sence.
On note tout d’abord une large gamme d’e´chelles de temps : le temps de vie de mole´cules
intervenant dans les re´actions chimiques troposphe´riques est parfois tre`s court (une seconde) ;
la dure´e moyenne de vie d’une cellule convective est d’environ 20 minutes, la Terre a une
pe´riode de rotation de 24 heures ; une masse d’air fait le tour du globe a` une latitude fixe´e en
1l’hypothe`se du nuage plan-paralle`le signifie qu’on conside`re les nuages comme ayant une extension hori-
zontale infinie, un sommet et une base plans, et qu’ils sont homoge`nes.
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quelques semaines ; le transport me´ridional est plus lent [Jacob 1999] : il faut un ou deux mois
a` une masse d’air a` une latitude moyenne pour atteindre les re´gions tropicales ou polaires ;
les faibles vitesses verticales dans l’atmosphe`re imposent une dure´e de transport vertical de
3 mois environ pour traverser la troposphe`re ; la pe´riode de rotation de la Terre autour du
Soleil est d’une anne´e, et c’est environ le temps de transport ne´cessaire a` une masse d’air
pour passer d’un he´misphe`re a` l’autre ; le soleil connaˆıt un cycle d’activite´ de 11 ans ; les
CFC (Chloro Fluoro Carbone) ont un temps de vie de plusieurs centaines d’anne´es ; enfin,
les courants oce´aniques sont associe´s a` des cycles de transport atteignant le millier d’anne´es.
Dans ce paragraphe, nous avons e´voque´ une dizaine d’ordres de grandeur temporelle.
La gamme d’e´chelles spatiales est e´galement tre`s large : depuis l’e´chelle de Kolmogorov,
c’est-a`-dire l’e´chelle de dissipation de la turbulence (le millime`tre ou le centime`tre), jusqu’aux
e´chelles synoptiques, de l’ordre du millier de km, en passant par la taille de cellules nuageuses
convectives (de quelques centaines de me`tres a` quelques centaines de kilome`tres), l’e´paisseur
de la couche limite atmosphe´rique (de l’ordre du km), de la troposphe`re (la dizaine de km),
jusqu’aux dimensions horizontales qui atteignent la dizaine de milliers de km. Soit 10 ordres
de grandeur spatiale.
On pourrait penser mode´liser et mener des e´tudes a` une e´chelle donne´e et inde´pendamment
des autres e´chelles, par exemple en utilisant les valeurs moyennes a` l’e´chelle conside´re´e. Mais
ce n’est naturellement pas envisageable : il existe des interactions entre les e´chelles qui rendent
ce de´couplage impossible. La turbulence atmosphe´rique en est un bon exemple. [Gage and
Nastrom 1986] e´tudient le spectre d’e´nergie cine´tique atmosphe´rique sur une large gamme
d’e´chelles (de 50 m a` 1000 km), produit en partie par la turbulence quasi-bidimensionnelle.
[Lilly 1989] montre que l’e´nergie cine´tique a` 500 km est le re´sultat de l’injection d’e´nergie
aux e´chelles baroclines (supe´rieures a` 3000 km) par des processus d’instabilite´, et aux e´chelles
des panaches nuageux dans la couche limite et des nuages cumuliformes. [Grabowski and
Moncrieff 2002] e´tudient les effets du rayonnement interactif sur l’organisation de la convec-
tion tropicale. Celle-ci est difficilement descriptible et ne´cessite l’utilisation d’outils approprie´s
comme les ondelettes [Yano, Moncrieff, Wu and Yamada 2001][Yano, Moncrieff and Wu 2001].
Mode´liser a` grande e´chelle ces phe´nome`nes ne´cessite donc d’eˆtre capable de ge´ne´rer des proces-
sus convectifs, et des instabilite´s baroclines. Si l’on ne peut pas repre´senter toutes les e´chelles,
ne serait-ce que nume´riquement – pour mode´liser convenablement la convection, une grille
horizontale de 1 km maximum est ne´cessaire pour permettre le de´veloppement de convections
nuageuses profondes [Vallis et al. 1997], il faudra trouver un moyen de prendre en compte
les effets des processus aux e´chelles non repre´sente´es : c’est le but de la parame´trisation ;
de´crire les effets des phe´nome`nes (par exemple a` plus petites e´chelles) en termes de variables
disponibles (a` l’e´chelle explicite´e).
1.1.4 Enjeux et challenges des sciences du climat
Vu l’e´tendue des e´chelles qu’une mode´lisation comple`te doit prendre en compte, vu la
complexite´ des me´canismes intervenants, l’un des enjeux principaux des sciences du climat
est la simplification de la repre´sentation de ces me´canismes, la prise en compte des interactions
entre les e´chelles sans un calcul explicite, un compromis a` trouver entre une pre´cision et une
e´conomie des calculs.
Une des possibilite´s est l’approche statistique [Wilks 1995]. Elle consiste a` ne pas tout
de´crire mais a` obtenir des solutions statistiquement correctes. Des mode`les, de´terministes
aux grandes e´chelles et probabilistes aux petites e´chelles, ont ainsi vu le jour. Par exemple,
les mode`les de pre´vision de pluies controˆlent les mouvements atmosphe´riques sur une certaine
gamme d’e´chelles, et de´crivent les petites e´chelles de fac¸on statistique [Harris and Foufoula-
Georgiou 2001]. Ces statistiques sont souvent base´es sur des donne´es d’observations.
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L’autre possibilite´ est l’approche parame´trique. Cette approche comporte deux aspects :
la parame´trisation des processus, et la parame´trisation des milieux complexes.
La parame´trisation des processus concerne ge´ne´ralement les petites e´chelles. On parle de
parame´trisation des processus physiques sous-grille. Cela consiste en quelque sorte a` donner
une condition aux limites a` l’e´chelle minimale de re´solution du calcul. La parame´trisation est
certainement une des choses les plus difficiles en sciences du climat. L’art de la parame´trisation
s’appuie sur une grande connaissance des processus en jeu : elle est propre a` chaque proble`me,
et de´pend de l’e´chelle conside´re´e. On peut citer les LES (Large Eddy Simulation) qui consistent
a` calculer les grandes e´chelles d’un e´coulement sans en calculer les petites, mais en mode´lisant
leur influence a` plus grande e´chelle. La parame´trisation des petites e´chelles n’est e´videmment
pertinente que si les e´chelles non-repre´sente´es jouent un roˆle significatif a` plus grande e´chelle :
on parle alors d’interactions entre e´chelles provoquant une cascade d’e´nergie vers le haut
(upscale energy cascade), de diffusion arrie`re de l’e´nergie (backscattering). La parame´trisation
est une pre´occupation ancienne et une re´alite´ dans la communaute´ de la turbulence pour
re´soudre le proble`me de fermeture. Un e´tat de l’art sur la parame´trisation des processus
physiques sous-grille en sciences de l’atmosphe`re peut eˆtre trouve´ dans [ECMWF 2001]. La
parame´trisation est e´galement essentielle en transfert radiatif, en particulier en atmosphe`re
nuageuse. On va le voir, le transfert radiatif est un proble`me non-line´aire et multie´chelle. La
non-prise en compte des variabilite´s nuageuses sous-pixel provoque des erreurs a` plus grande
e´chelle : on ne peut pas se contenter de la valeur moyenne de l’e´paisseur optique dans chaque
pixel. Pourtant, la parame´trisation du transfert radiatif n’est pas a` un stade tre`s avance´. Ce
travail a pour objectif d’aller vers une re´ponse a` ce besoin.
La parame´trisation des milieux complexes consiste a` repre´senter la complexite´ des milieux
par un petit nombre de parame`tres. C’est le cas de la repre´sentation de l’orographie, ou
des structures nuageuses. La solution consiste, par exemple, a` trouver, par des techniques
d’homoge´ne´isation, des milieux plus simples et e´quivalent, i.e. des milieux plus simplement
descriptibles, qui donnent des re´ponses e´quivalentes. On parle alors de parame`tres effectifs
e´quivalents (par exemple le rayon effectif e´quivalent d’un cristal de glace, qui n’a rien de
sphe´rique). La difficulte´ re´side dans le choix des re´ponses e´quivalentes, le parame`tre effectif
e´quivalent permettant ge´ne´ralement de satisfaire a` lui seul une condition mais non plusieurs
[Szczap et al. 2000a][Szczap et al. 2000b].
Nous l’avons dit, la parame´trisation des interactions entre e´chelles est possible une fois
que les me´canismes des interactions sont bien compris. Elle repose sur des techniques et des
outils : outils statistiques, outils approprie´s aux processus physiques (par exemple des outils
multie´chelles), outils fonctionnant par apprentissage (re´seaux de neurones). Il s’agit ensuite
de valider la parame´trisation en la confrontant soit a` des re´sultats de simulations de mode`les
plus fins qui controˆlent plus d’e´chelles, soit a` des mesures. Dans les deux cas, des mesures a`
petites e´chelles sont ne´cessaires pour valider la mode´lisation. Vouloir simplifier les processus
radiatifs nuageux en parame´trisant les petites e´chelles, ne´cessite donc, en premie`re e´tape,
la mesure des he´te´roge´ne´ite´s nuageuses a` petite e´chelle, avant de savoir en deuxie`me e´tape,
comment prendre en compte simplement ces he´te´roge´ne´ite´s a` plus grande e´chelle.
1.1.5 Observations satellitaires
Le besoin de mode´liser avec plus de pre´cision la physique de l’atmosphe`re exige la me-
sure assez syste´matique des parame`tres importants de l’e´tude du climat. La re´ponse a` cette
proble´matique se trouve dans les techniques de te´le´de´tection satellitaire. C’est la deuxie`me
raison pour laquelle le transfert radiatif occupe une place a` part en sciences du climat : les
“mesures” des parame`tres sont obtenues par inversion de quantite´s radiatives. La te´le´de´tection
a` l’aide de radiome`tres satellise´s permet la surveillance globale et re´pe´titive du milieu natu-
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rel. Les radiome`tres peuvent eˆtre conside´re´s comme des intruments de mesure particuliers,
qui fournissent, par l’inversion de mesures de radiances inte´gre´es, des quantite´s telles que le
contenu en eau nuageuse inte´gre´, le rayon des gouttes d’eau, l’altitude de sommet de nuages,
etc. Ces “mesures” ne peuvent eˆtre obtenues que par des algorithmes d’inversion. On met
au point ces algorithmes apre`s avoir compris le proble`me direct, i.e. quand on est capable de
ge´ne´rer des radiances a` partir de parame`tres de mode`les, et que le proble`me est suffisamment
bien pose´ [Tikhonov 1977] pour que la restitution de ces parame`tres soit possible. L’inver-
sion de parame`tres nuageux repose classiquement sur un calcul plan-paralle`le [Meador and
Weaver 1980], qui consiste a` repre´senter les nuages comme des couches homoge`nes d’extension
horizontale infinie. Les techniques d’inversion reposent en particulier sur l’utilisation de plu-
sieurs longueurs d’onde et de plusieurs angles d’observation de la meˆme sce`ne. La te´le´de´tection
satellitaire a bien suˆr un de´faut, c’est la faible re´solution spatiale de ces mesures, impose´e par
l’altitude de vol des satellites et la taille des de´tecteurs embarque´s. Cependant, l’e´volution
des technologies permet d’obtenir de`s maintenant des re´solutions largement suffisantes (de
l’ordre du me`tre) pour nombre d’applications. La figure 1.3 pre´sente les caracte´ristiques des
principaux radiome`tres en “activite´” ou devant prochainement eˆtre lance´s. Les radiome`tres
sont positionne´s dans un diagramme bi-dimensionnel en fonction de la re´solution spatiale au
nadir et du nombre de bandes spectrales utilise´es. N’y figurent pas le GLI (re´solution de 250 m
Fig. 1.3 – Caracte´ristiques de radiome`tres existants en fonction de leur re´solution spatiale et
du nombre de bandes spectrales (d’apre`s [Schowengerdt 1997]).
et 1 km) du programme ADEOS II de la NASDA, lance´ en de´cembre 2002, et les radiome`tres
micro-onde comme le SSM/I (re´solution de l’ordre de la dizaine de km). Un proble`me de
mode´lisation et d’e´chelles se pose donc aussi pour l’inversion de parame`tres : conside´rer que
les radiances issues d’un pixel atmosphe´rique ne de´pendent que des proprie´te´s microphysiques
de ce pixel et non de ses voisins, et que l’he´te´roge´ne´ite´ sous-pixel est ne´gligeable, sont des
hypothe`ses qui peuvent eˆtre contestables.
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1.2 Le transfert radiatif en nuage he´te´roge`ne
1.2.1 He´te´roge´ne´ite´ des champs nuageux
Il suffit de lever les yeux quand le ciel n’est pas parfaitement de´gage´ pour se convaincre
de l’he´te´roge´ne´ite´ des nuages, et de le faire re´gulie`rement pour s’apercevoir de leur grande
diversite´. On constate des he´te´roge´ne´ite´s ge´ome´triques : des e´paisseurs et des e´tendues ho-
rizontales nuageuses variables, des trous dans les nuages, des bosses a` leur sommet. Il est
e´vident que la notion d’he´te´roge´ne´ite´ est subjective et complexe : elle de´pend de l’e´chelle a`
laquelle on observe les nuages, de l’angle d’observation, de la position de l’observateur par
rapport au Soleil. En observant les nuages depuis le sol, en avion, ou sur des images satel-
lites, on s’aperc¸oit que les nuages pre´sentent des he´te´roge´ne´ite´s sur une tre`s grande gamme
d’e´chelles. La seule variable dont on discute dans le paragraphe suivant est celle du contenu
en eau liquide nuageuse.
1.2.1.1 He´te´roge´ne´ite´ a` diffe´rentes e´chelles
On a coutume de parler d’he´te´roge´ne´ite´ interne, i.e. en dessous de l’e´chelle du nuage,
et externe, i.e. a` l’e´chelle des champs nuageux. En re´alite´, les nuages sont he´te´roge`nes sur
une large gamme d’e´chelles. Des outils statistiques ou de traitement du signal, applique´s a`
des quantite´s nuageuses mesure´es in situ, ou inverse´es a` partir de mesures radiatives (RA-
DAR, LIDAR ; mesures au sol, a` partir d’avions ou de satellites), permettent de qualifier ces
he´te´roge´ne´ite´s. Ainsi, on a mesure´ que la variabilite´ horizontale du contenu en eau liquide
nuageuse pre´sente des proprie´te´s d’invariance d’e´chelle, depuis la dizaine de me`tres jusqu’a` la
centaine de kilome`tres [Davis et al. 1996]. Les champs nuageux sont intermittents (couverture
fractionnaire), et on a analyse´ que les portions de nuages suivent une loi exponentielle tandis
que les portions de ciel clair suivent une loi puissance [Duroure and Guillemet 1990]. Les
formes ge´ome´triques pre´sentent des proprie´te´s d’autosimilarite´ pour des e´chelles comprises
entre l’e´chelle des cellules convectives (∼10 km) et 1000 km [Lovejoy 1982]. L’explication des
structures nuageuses tient aux proprie´te´s des processus physiques a` l’origine de leurs cre´ations
et leurs e´volutions. Les proprie´te´s d’invariance d’e´chelle ont pour origine celles des champs
de vitesse turbulents, les gouttes d’eau pouvant eˆtre conside´re´es comme un traceur passif.
L’intermittence des champs nuageux est lie´e aux processus convectifs qui les ont cre´e´s, et a`
des processus complexes d’agre´gation et d’auto-organisation des amas nuageux [Duroure and
Guillemet 1990].
1.2.1.2 De quelles he´te´roge´ne´ite´s parle-t-on ?
Les questions que l’on doit se poser sont les suivantes : qu’entend-on par he´te´roge´ne´ite´,
et quelles he´te´roge´ne´ite´s sont importantes a` prendre en compte d’un point de vue radiatif ?
Personne ne sait re´ellement qualifier les he´te´roge´ne´ite´s nuageuses. La meilleure preuve est que
personne n’est parvenu jusqu’a` pre´sent a` ge´ne´rer par mode´lisation des nuages re´alistes. Mais
l’objectif n’est pas de repre´senter fide`lement un nuage, plutoˆt de repre´senter et parame´trer
les he´te´roge´ne´ite´s importantes du point de vue qu’on s’est fixe´, ici le point de vue radiatif. Si
l’on pouvait se contenter du mode`le plan-paralle`le, les calculs radiatifs seraient triviaux et on
s’en contenterait.
Pour re´pondre a` ces questions, il faut analyser les processus radiatifs qui ope`rent, savoir
comment et quelles he´te´roge´ne´ite´s nuageuses affectent les quantite´s radiatives, et a` quelles
e´chelles ces effets sont importants. [Aı¨da 1977] a e´tudie´ l’albe´do de nuages dispose´s en “rue”.
[Welch and Wielicki 1984] ont montre´ que les lacunes entre les nuages modifient les proprie´te´s
de re´flectivite´, et que diffe´rentes structures nuageuses ayant les meˆmes couverture fractionnaire
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et contenu en eau peuvent facilement produire des flux radiatifs tre`s diffe´rents. [Barker et al.
1999] e´tudient la sensibilite´ de la ge´ome´trie des nuages sur les flux solaires moyens a` grande
e´chelle. Les contraintes de calcul sont telles que la taille de la grille horizontale des GCM
varie entre 50× 50 km et 300× 300 km : quand les pixels sont partiellement nuageux, et il est
rare que ce ne soit pas le cas pour de telles e´chelles, des biais tre`s importants apparaissent
par rapport au mode`le plan-paralle`le. On affine ce mode`le en ponde´rant les flux plan-paralle`le
par la couverture fractionnaire ; en utilisant dans chaque pixel un calcul gamma-IPA (de´taille´
plus loin) [Oreopoulos and Barker 1999] ; en prenant en compte les he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel
par des techniques de renormalisation [Cairns et al. 2000].
Le point souleve´ par [Welch and Wielicki 1984] est essentiel : le calcul ne doit pas reposer
uniquement sur les valeurs des proprie´te´s microphysiques, mais e´galement sur la disposition de
ces valeurs. Si l’on suppose par exemple que la fonction de densite´ de probabilite´ d’e´paisseur
optique est lognormale, les donne´es de la moyenne et de l’e´cart type de la distribution – qui la
de´finissent comple`tement – ne sont pas suffisantes pour pre´voir les flux radiatifs associe´s. Une
information sur la structure spatiale des valeurs est primordiale. On illustrera ce proble`me
sur la figure 1.6 discute´e plus loin. Ainsi, des outils statistiques plus e´labore´s sont utilise´s
de´sormais pour qualifier les he´te´roge´ne´ite´s : par exemple des fonctions de structure [Davis
et al. 1997] permettant de de´finir les proprie´te´s fractales [Duroure and Guillemet 1990] ou
multifractales [Roux et al. 2000] des champs nuageux.
1.2.2 Insuffisance du mode`le plan-paralle`le
Nous l’avons vu dans la premie`re partie de ce chapitre introductif, les calculs de transfert
radiatif sont tre`s importants pour la mode´lisation du climat et pour la mesure a` distance
de parame`tres nuageux. L’hypothe`se du nuage plan-paralle`le est largement utilise´e car elle
permet des calculs radiatifs cimples et rapides. Nous allons voir ici pourquoi le mode`le plan-
paralle`le est insuffisant.
1.2.2.1 Non-line´arite´ des re´ponses radiatives
La non-line´arite´ est un notion naturellement tre`s importante dans notre e´tude, qu’il im-
porte de bien de´finir. La notion de non-line´arite´ est tre`s pre´sente en sciences du climat et
elle est associe´e a` la turbulence. La pre´sence dans l’e´quation de Navier-stokes (qui de´crit
l’e´coulement de fluide visqueux) d’un terme quadratique (
−→
V .
−−→∇V ) donne un caracte`re non-
line´aire a` cette e´quation, qui est a` l’origine de la notion de chaos et des difficulte´s de pre´vision
en me´te´orologie. L’Equation du Transfert Radiatif – qui de´crit l’interaction du rayonnement
par un milieu – est line´aire et inte´gro-diffe´rentielle. Pourtant le proble`me du transfert radiatif
est non-line´aire. Eclaircissons ce point.
L’interception d’une quantite´ radiative L, se propageant le long d’un chemin de coordonne´e
s, par un milieu de proprie´te´ d’extinction α est de´crite par : dL = −αLds (Loi de Bouguer-
Beer). On en de´duit (loi exponentielle de Beer) que l’e´nergie radiative varie selon :
L(s) = L0 exp(−
∫
αds) = L0 exp(−τ) = L(τ) (1.1)
qui est une fonction convexe. τ est appele´e e´paisseur optique. Les re´ponses radiatives ne sont
donc pas line´aires comme le montre la figure 1.4. Conside´rons deux chemins d’e´paisseurs
optiques τ1 et τ2. On e´crit l’ine´galite´ de Jensen [Jensen 1906] :
L(τ1) + L(τ2)
2
≥ L(τ1 + τ2
2
) (1.2)
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Fig. 1.4 – Re´ponse non line´aire des flux radiatifs en fonction de l’e´paisseur optique du milieu.
Cas de la re´flectance et de la transmittance pour une incidence solaire de 45◦.
Ainsi, si le milieu n’est pas homoge`ne a` une certaine e´chelle, on fait des erreurs de calcul
en ne conside´rant que la proprie´te´ moyenne de ce milieu a` cette e´chelle : on surestime et on
sous-estime syste´matiquement respectivement la re´flectance et la transmittance de ce milieu.
Nous entendons donc ici non-line´arite´ comme synonyme d’interaction – ou de couplage
– entre e´chelles : on ne peut pas se contenter des valeurs moyennes des proprie´te´s optiques
des nuages a` une certaine e´chelle. Dans le cas des stratocumulus marins, qui ont la struc-
ture la plus proche de la repre´sentation plan-paralle`le, la diminution de l’albe´do du nuage a`
l’e´chelle d’une grille GCM (supe´rieure a` 100× 100 km2) est de l’ordre de 10 a` 15% [Cahalan
et al. 1994b][Barker 1996]. Lorsque les nuages homoge`nes ont le meˆme albe´do que les nuages
he´te´roge`nes, ceci requiert une diminution de 30% de leur contenu en eau [Cahalan et al. 1994b].
La premie`re erreur que l’on fait dans un calcul plan-paralle`le est donc de ne conside´rer que
la valeur moyenne des champs, de ne´gliger l’effet des he´te´roge´ne´ite´s des nuages. Une re´ponse
a` ce proble`me est le calcul IPA (sur lequel nous revenons plus loin), qui repose sur la division
du champ nuageux en pixels, et re´alise un calcul de type plan-paralle`le et inde´pendant dans
chacun des pixels. Ce type de calcul est dit “1D”.
1.2.2.2 Flux radiatifs nets horizontaux
Dans les calculs radiatifs de type plan-paralle`le ou IPA, les proprie´te´s radiatives du nuage
sont uniquement lie´es aux parame`tres microphysiques. Dans le cas de nuages he´te´roge`nes,
lorsque la taille du pixel est de l’ordre de celle du libre parcours moyen des photons, cette
de´pendance unique n’est plus du tout valide : deux pixels ayant les meˆmes proprie´te´s mi-
crophysiques (e´paisseur optique, rayon efficace) n’ont pas force´ment les meˆmes proprie´te´s
radiatives, compte tenu des effets de leurs environnements. Ainsi, a` petite e´chelle, il y a inter-
action entre les pixels : le transport horizontal net des photons – conditionne´ par les gradients
locaux du champ d’e´paisseur optique – n’est plus ne´gligeable. Pour des nuages de type strato-
cumulus sans trous, le transport horizontal peut atteindre plus de 20% du rayonnement solaire
incident, et il peut eˆtre du meˆme ordre de grandeur que les autres flux (re´flectance, trans-
mittance, absorptance) [Faure 2000]. En plus de l’erreur duˆ a` la non-line´arite´ des re´ponses
radiatives, la seconde erreur que l’on fait dans un calcul plan-paralle`le est donc de ne pas
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conside´rer ce transport horizontal net de l’e´nergie radiative. Un manifestation de ce transport
horizontal est le phe´nome`ne de lissage radiatif ([Stephens 1988a], [Marshak et al. 1995], [Davis
et al. 1997]) : a` cause de la diffusion multiple, les photons visitant des pixels de proprie´te´s mi-
crophysiques diffe´rentes, les champs de re´flectance sont moins fluctuants aux petites e´chelles
que les champs d’e´paisseur optique : la correspondance entre les he´te´roge´ne´ite´s des champs
d’e´paisseur optique et de re´flectance n’est plus directe. La figure 1.5 montre les spectres
d’e´nergie des signaux d’e´paisseur optique et de re´flectances, obtenus a` partir de simulations
Monte Carlo et IPA. On observe qu’a` grande e´chelle, les spectres des radiances suivent celui
de l’e´paisseur optique. A petite e´chelle, le spectre pour les radiances Monte Carlo de´croˆıt
plus rapidement – la rupture de pente spectrale se situe vers 2 km, alors que le spectre pour
les radiances IPA – calcul qui ne prend pas en compte les effets “3D” – suit celui du signal
d’e´paisseur optique. [Davis et al. 1997] a obtenu une rupture de pente spectrale autour de
200 m pour des radiances mesure´es par le radiome`tre Landsat TM durant la campagne FIRE
[Davis et al. 1997]. L’effet de lissage est donc une manifestation du transfert radiatif dit “3D”.
Fig. 1.5 – Spectre d’e´nergie des champs d’e´paisseur optique (τ = 10), et des re´flectances
calcule´es par les me´thodes Monte Carlo et IPA (communication personnelle de B. Guillemet
(LaMP))
L’exemple donne´ dans la figure 1.6 illustre e´galement les effets des gradients locaux
d’e´paisseur optique et le lissage des champs de re´fle´ctance. On conside`re un champ nua-
geux horizontalement he´te´roge`ne (fig. 1.6 en haut a` gauche) ge´ne´re´ par un mode`le “cascade
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borne´e” [Cahalan 1994]. En changeant ale´atoirement la position des valeurs, on obtient un
deuxie`me champ (fig. 1.6 en haut a` droite). Ces deux champs ont donc la meˆme fonction
de densite´ de probabilite´ ; la meˆme moyenne, le meˆme e´cart-type. Les courbes au centre et
en bas donnent les re´flectances associe´es a` ces deux champs calcule´es par les mode`les de
Monte Carlo et IPA. On observe que les courbes de re´flectance a` gauche et a` droite sont tre`s
diffe´rentes, et n’ont pas les meˆmes valeurs moyennes, a` petite e´chelle et meˆme a` grande e´chelle
(non donne´es ici). Les courbes au centre et en bas n’ont pas le meˆme contenu fre´quentiel :
les radiances Monte Carlo sont plus lisses que les radiances IPA ; ces dernie`res sont autant
fluctuantes a` petite e´chelle que les signaux d’e´paisseur optique. Ainsi, la figure 1.6 indique que
deux champs comportant les meˆmes valeurs peuvent avoir des re´ponses radiatives diffe´rentes
(comparaison gauche-droite), et que la prise en compte (calcul Monte Carlo) ou non (calcul
IPA) des effets “3D” conduit a` des re´flectances diffe´rentes en particulier au niveau de leurs
contenus spectraux (comparaison centre-bas). Ce qui diffe´rencie ces deux champs nuageux,
c’est leur structure, la disposition des valeurs, leur variabilite´ a` petite e´chelle, qui est beau-
coup plus importante pour le deuxie`me champ que pour le premier, et qui a pour conse´quence
des transports horizontaux de photons tre`s diffe´rents.
Fig. 1.6 – Simulations de re´flectances pour un nuage de type cascade borne´e (en haut a`
gauche), et un nuage obtenu a` partir du premier en de´corre´lant les valeurs (en haut a` droite,
par un calcul Monte Carlo (au centre) et un calcul IPA (en bas) – Communication personnelle
de F. Szczap (LaMP)).
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1.2.2.3 Aspects multie´chelles du transfert radiatif
Le calcul de type plan-paralle`le est donc mal adapte´ au cas des nuages he´te´roge`nes car il ne
prend pas en compte la non-line´arite´ des re´ponses radiatives et ne´glige le transport horizontal
des photons. L’approche IPA traite chaque pixel nuageux inde´pendamment, et effectue un
calcul de type plan-paralle`le dans chacun des pixels. La figure 1.7 montre qualitativement
l’erreur que l’on commet sur la restitution de proprie´te´ optique moyenne a` grande e´chelle
(e´paisseur optique) d’un champ nuageux he´te´roge`ne, a` partir d’un calcul IPA et en fonction
de la taille des pixels. L’erreur passe par un minimum pour un pixel de quelques kilome`tres.
L’erreur a` grande e´chelle est due a` la non-prise en compte des he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel.
L’erreur a` petite e´chelle est due a` la non-prise en compte des interactions entre les pixels
voisins.
Fig. 1.7 – Erreur sur la restitution de l’e´paisseur optique moyenne a` grande e´chelle de champs
nuageux, base´e sur un calcul IPA, en fonction de la taille des pixels (communication person-
nelle B. Mayer (DLR)).
1.2.3 Techniques de calcul utilise´es
La calcul IPA (Independent Pixel Approximation) [Cahalan 1994a,b] de´ja` mentionne´ re´alise
un calcul plan-paralle`le dans chacun des pixels conside´re´s. Le principe de cette technique est
que les erreurs de calcul pour chaque pixel sont ale´atoires, et se compensent a` grande e´chelle
pour fournir des flux moyens relativement pre´cis. La me´thode gamma-IPA [Barker 1996]
repose sur l’hypothe`se d’une fonction gamma pour la densite´ de probabilite´ de l’e´paisseur op-
tique. Cette me´thode permet, en ponde´rant les quantite´s radiatives plan-paralle`le de calculer
les flux radiatifs en faisant intervenir seulement la moyenne et l’e´cart-type de la distribution
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d’e´paisseur optique.
Le calcul NIPA (Non-Independent Pixel Approximation) [Marshak et al. 1998] pallie les
de´fauts de l’IPA en prenant en compte l’influence des pixels voisins sur les quantite´s radiatives
associe´es a` un pixel donne´. Cela implique la connaissance de la fonction de re´ponse impulsion-
nelle du champ nuageux (fonction de Green), qui peut eˆtre de´termine´e a` partir d’observations
au LIDAR. La me´thode NIPA a e´te´ pense´e pour ame´liorer la re´ponse aux proble`mes direct
et inverse. Par ailleurs, les interactions entre pixels avoisinants ont e´te´ e´tudie´s au moyen de
re´seaux de neurones dans [Faure 2000] et [Faure et al. 2001].
Des calculs base´s sur des techniques d’homoge´ne´isation ont e´galement e´te´ de´veloppe´s. Ils se
basent sur la de´finition de nuages homoge`nes e´quivalents, de parame`tres effectifs e´quivalents,
donnant les meˆmes re´ponses radiatives qu’un nuage he´te´roge`ne. On peut citer dans ces travaux
ceux de [Szczap 2000] conduisant a` la me´thode de l’EHCA (Equivalent Homogeneous plan
parallel Cloud Approximation). Plus ge´ne´ralement, les he´te´roge´ne´ite´s spatiales des champs
nuageux sont traite´s comme une nouvelle forme de proprie´te´s optiques ([Stephens 1988b],
[Cahalan 1994], [Cairns et al. 2000]).
Enfin, des calculs de transfert radiatif “3D” existent bien suˆr. Mais ils ne re´pondent pas
force´ment aux besoins de toute la communaute´, pour cause de lourdeur et temps de calcul.
Un tour d’horizon des codes de calcul “3D” existants est donne´ dans [Gabriel et al. 1993].
Peuvent eˆtre rajoute´s les travaux de [Galinski and Ramanathan 1998]. Dans ce pre´sent travail,
on compare les re´sultats du code de calcul que nous avons de´veloppe´ et baptise´ WaveNum a`
ceux des codes Monte Carlo [Marchuk et al. 1980] et SHDOM [Evans 1998].
Le besoin de compromis pre´cision-vitesse de calcul a amene´ a` des programmes interna-
tionaux de comparaison de code de calcul radiatif, d’abord ICRCCM (Intercomparison of
Radiation Codes in Climate Models) dans les anne´es 1980 et encore aujourd’hui avec I3RC
(Intercomparaison of 3D Radiative Codes).
1.2.4 Besoin de formalisation du transfert radiatif en milieu he´te´roge`ne
Les calculs de transfert radiatif interviennent dans un grand nombre de mode`les et a`
diffe´rentes e´chelles. Les besoins de la communaute´ consistent en une meilleure repre´sentation
des processus radiatifs en e´vitant une trop grosse lourdeur des calculs. Plutoˆt que le de´veloppement
et l’utilisation de mode`les radiatifs “exacts”, il y a en fait ne´cessite´ de formaliser le proble`me
du transfert radiatif en milieu he´te´roge`ne. Cette formalisation doit permettre, par l’identi-
fication, la description et la compre´hension des me´canismes d’interactions entre e´chelles et
entre “pixels” avoisinants, d’aller vers une simplification intelligente des calculs radiatifs (en
sachant ce que l’on simplifie) et de la repre´sentation du milieu nuageux, et une maˆıtrise des
erreurs introduites dans les calculs. Cette formalisation passe par l’utilisation d’outil ade´quat
afin de parame´trer de fac¸on plus syste´matique et maˆıtrise´e les processus de transfert radiatif.
L’outil que nous nous proposons d’utiliser ici est l’analyse multire´solution (AMR) base´e sur
des ondelettes dans une me´thode de Galerkin applique´e a` l’Equation du Transfert Radiatif.
1.2.4.1 Fermeture et couplage des e´chelles
Notre approche pour contribuer a` cette formalisation s’appuie sur les travaux de [Stephens
1988a] et [Stephens 1988b]. [Stephens 1988a] pre´sente une nouvelle formulation de l’Equation
du Transfert Radiatif, base´e sur la transforme´e de Fourier de cette e´quation en deux dimen-
sions suivant l’horizontale. Cette formulation permet de distinguer les diffe´rentes e´chelles des
he´te´roge´ne´ite´s des champs nuageux et de rayonnements en interaction. L’e´quation de transfert
obtenue re´alise un couplage de ces e´chelles. Dans [Stephens 1988b], les notions de hie´rarchie
d’e´chelles et de fermeture sont introduites, et une technique de fermeture est pre´sente´e pour la
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prise en compte de la couverture fractionnaire. [Gabriel et al. 1993] et [Gabriel and Evans 1996]
ont prolonge´ ces travaux en explicitant plus en de´tail la me´thode de fermeture2. Celle-ci est
base´e sur une de´composition de type Reynolds. Cette me´thode est ge´ne´ralement associe´e
aux syste`mes stochastiques de´crits par des e´quations diffe´rentielles comportant des fonctions
ale´atoires. Dans le cas de syste`me de´terministe, les fermetures permettent de faire la moyenne
horizontale de l’e´quation de transfert, et d’augmenter l’efficacite´ des calculs. Le point central
de la fermeture des e´quations est le traitement du terme α′N ′, qui repre´sente la corre´lation
entre le champ d’extinction nuageuse (α) et le champ de radiances (N).
1.3 Approche propose´e dans ce travail
1.3.1 Utilisation de l’outil ondelettes
Parmi les re´fe´rences donne´es plus haut, certaines sont associe´es a` l’utilisation de l’outil
ondelettes pour e´tudier les aspects multie´chelles de processus physiques : [Harris and Foufoula-
Georgiou 2001] e´tudient l’importance radiative dans le domaine des micro-ondes de la prise en
compte de la variabilite´ sous-pixel dans le cadre d’algorithme d’inversion de pluies tropicales
a` partir de mesures avec le TMI (Tropical Microwave Imager). Les fluctuations aux petites
e´chelles qui ne sont pas repre´sente´es par le mode`le nuageux utilise´, et ce pour des raisons
techniques (filtrage ne´cessaire des hautes fre´quences), sont re´introduites a` l’aide de cascades
entre e´chelles de´veloppe´es sur une base d’ondelettes. [Yano, Moncrieff, Wu and Yamada 2001]
et [Yano, Moncrieff and Wu 2001] e´tudient a` l’aide d’ondelettes l’organisation de la convec-
tion tropicale. Plus ge´ne´ralement, les ondelettes et l’analyse multire´solution sont utilise´es de
plus en plus en physique, ge´ophysique et en sciences de l’atmosphe`re : [Weng and Lau 1994]
e´tudient e´galement la convection tropicale ; [Yamada and Ohkitani 1991] identifient les cas-
cades d’energie en turbulence a` l’aide d’ondelettes de Meyer ; la dynamique atmosphe´rique
est e´tudie´e au moyen d’ondelettes par [Fournier 2000], [Fournier 2002], [Fournier 2003] et
[Hasegawa 2000] ; enfin, [Davis et al. 1994] et [Davis et al. 1999] e´tudient les structures nua-
geuses a` l’aide d’ondelettes. L’analyse de la turbulence a` l’aide d’ondelettes est de´sormais une
activite´ a` part entie`re [Meneveau 1991], et utilise souvent des ondelettes continues3 : graˆce
a` cette transformation, [Arne´odo et al. 1999] e´tudient les statistiques des champs de vitesse
turbulents, [Roux et al. 2000] e´tudient les caracte´ristiques multifractales d’images satellites
Landsat ; [Farge et al. 1999] utilisent cette technique pour analyser en profondeur les proces-
sus turbulents ; [Venugopal et al. 2003] e´tudient la turbulence dans la couche limite a` l’aide
des ondelettes continues “chapeau mexicain”. Une description plus comple`te des diffe´rentes
activite´s en physique et ge´ophysique utilisant des ondelettes peut eˆtre trouve´e dans [Van
Den Berg 1999] et [Foufoula-Georgiou and Kumar 1994].
Cet outil “ondelette” fournit une de´composition multie´chelle des fluctuations des signaux,
qui contient en outre une information sur leurs localisations dans le domaine physique. La
difficulte´ du transfert radiatif en milieu he´te´roge`ne tient a` la prise en compte des interactions
entre les e´chelles. Plus haut, nous avons e´galement souligne´ l’importance des gradients locaux
d’e´paisseur optique, qui conditionnent les flux nets horizontaux. Les processus physiques a`
l’oeuvre impliquent donc des interactions locales entre e´chelles. C’est pourquoi nous pensons
que l’analyse en ondelettes est plus approprie´e que l’analyse de Fourier pour repre´senter
2la fermeture d’e´quations consistent a` prendre en compte dans ces e´quations les effets des processus phy-
siques non-repre´sente´s, en les parame´trisant.
3La transforme´e en ondelette continue est un outil performant pour le traitement des signaux. On tire profit
de la redondance de cette repre´sentation : elle permet une interpre´tation et un traitement de l’information
plus pre´cis. En ge´ophysique, le but du traitement est par exemple la se´paration des diffe´rentes propagations
d’ondes pre´sentes dans le profil sismique afin d’en faciliter l’interpre´tation physique. Cette transformation
ame`ne e´galement aux techniques des maxima d’ondelettes.
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ces processus de transfert radiatif, puisqu’elle propose une de´composition des signaux en
fluctuations e´le´mentaires, localise´es a` la fois dans les domaines physique et de Fourier. De plus
et comme nous le verrons, l’analyse multire´solution de type ondelettes propose une e´chelle
d’approximation et des e´chelles plus fines. Cette notion d’e´chelle d’approximation semble
bien re´pondre a` la donne´e d’un pixel de re´solution impose´, que ce soit le pixel e´le´mentaire
d’une grille de mode`les de calcul, ou le pixel d’un radiome`tre satellise´. Si l’on comprend les
me´canismes des interactions entre les e´chelles, l’effet des he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel a` l’e´chelle
des pixels d’approximation, on est sur la voie de la parame´trisation des petites e´chelles et de
la fermeture en transfert radiatif.
1.3.2 Technique utilise´e : la me´thode de Galerkin-ondelette
La technique utilise´e est similaire a` celle de [Stephens 1986] et [Stephens 1988a] : la
de´composition de l’Equation du Transfert Radiatif sur une base multire´solution. Dans notre
travail, il s’agit d’une base multire´solution de type ondelettes. On ne va plus manipuler le
champ de quantite´s radiatives (les radiances) et le champ des proprie´te´s optiques du mi-
lieu (l’extinction), mais leurs coefficients d’e´chelle et d’ondelette. Le principe de la me´thode
de Galerkin est de faire le calcul de l’interaction matie`re-rayonnement dans l’espace de ces
coefficients. L’inte´reˆt de cette me´thode est de de´composer l’interaction des deux champs en
interactions e´le´mentaires. La nouvelle formulation de l’Equation du Transfert Radiatif va faire
apparaˆıtre des coefficients, appele´s coefficients de connexion [Perrier and Wickerhauser 1999],
qui contiennent toutes les interactions entre les e´chelles. Une des questions importantes qui
vont se poser concerne le choix de l’analyse multire´solution a` utiliser, sa pertinence, et l’in-
terpre´tation physique des re´sultats
Le plan de cette the`se est comme suit : le deuxie`me chapitre est assez mathe´matique et
pre´sente l’analyse multire´solution et ses applications, en particulier celle que l’on exploite ;
la me´thode de Galerkin-ondelette. Le troisie`me chapitre pre´sente l’Equation du Transfert
Radiatif et sa de´composition multire´solution. Les coefficients de connexion sont e´tudie´s et
l’information qu’ils contiennent est analyse´e. Quelques premie`res analyses des me´canismes
d’interaction entre e´chelles sont donne´es. Le chapitre se termine par les premiers pas vers
une formalisation multire´solution du transfert radiatif en milieu he´te´roge`ne. Le quatrie`me
chapitre de´taille la mise au point du code calcul de transfert radiatif base´ sur cette approche.
Ce code est construit dans le but de quantifier les interactions entre les e´chelles et l’effet des
he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel. Enfin, le cinquie`me chapitre montre la comparaison des re´sultats
obtenus par rapport aux code Monte Carlo et SHDOM, afin de valider nos calculs, et donne
les premie`res analyses des interactions pour deux types simplifie´s de nuage. Quelques effets
radiatifs “3D” sont e´tudie´s a` l’aide de cette approche novatrice. Enfin, le me´moire se termine
par les conclusions et perspectives de ce travail.
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Chapitre 2
L’analyse multire´solution et ses
utilisations
Nous pre´sentons dans ce chapitre les analyses multire´solutions de type ondelettes et leurs
applications. Les analyses multire´solutions sont utilise´es et de´veloppe´es aussi bien par la com-
munaute´ des physiciens, mathe´maticiens, ou informaticiens. L’analyse multire´solution est l’un
des exemples les plus flagrants de la possibilite´ d’interaction de diffe´rentes disciplines, du non-
cloisonnement (ne´cessaire) des sciences, et de la richesse d’innovations mathe´matiques et de
leurs applications. L’histoire meˆme du de´veloppement de cette analyse est exemplaire : les bal-
butiements de cette analyse sont ge´ne´ralement attribue´s a` un ge´ophysicien, Jean Morlet, mo-
tive´ par la de´tection de singularite´ dans des signaux sismiques, et aide´ par un mathe´maticien,
Alex Grossman. Leur collaboration a conduit a` la transforme´e en ondelettes continues. La for-
malisation de l’analyse a e´te´ faite ensuite par quelques mathe´maticiens jusqu’aux travaux en
commun de Ste´phane Mallat (motive´ par des conside´rations pratiques en imagerie) et Yves
Meyer qui ont ge´ne´ralise´ l’analyse en ondelettes a` l’analyse multire´solution base´e sur une
hie´rarchie d’espaces d’approximation imbrique´s, ce qui a conduit a` des algorithmes rapides
re´alisant la transforme´e discre`te en ondelettes. Puis Ingrid Daubechies a ge´ne´ralise´ l’analyse
multire´solution en proposant l’obtention de bancs de filtres de tailles finies conduisant a` des
ondelettes a` support compact performantes nume´riquement. Les de´veloppements des anne´es
90 sont alle´s en direction de performances nume´riques, de l’e´tude et de la re´solution a` partir
d’ondelettes des e´quations aux de´rive´es partielles. Quelques de´tails concernant l’histoire de
cette e´pope´e mathe´matique des anne´es 1980-1990 se trouvent dans l’ouvrage de vulgarisation
de [Bulke Hubbard 1995]. Beaucoup de disciplines se sont donc inte´resse´es au de´veloppement
des analyses multire´solutions. Pourquoi cet engouement ? Parce que ces analyses prolongent
l’analyse de Fourier dans une direction inte´ressante, qui est l’introduction de l’information
sur la localisation spatiale des fluctuations d’un signal.
Cette interdisciplinarite´ fait que les motivations sont diffe´rentes : on exploitera telle pro-
prie´te´ des ondelettes et des analyses multire´solutions en fonction de l’utilisation qu’on en
fait. Certains utilisent les ondelettes pour leur re´gularite´, d’autres pour leur simplicite´ et leur
rapidite´ de calcul. Certains utilisent les ondelettes comme une nouvelle me´thode spectrale
pour re´soudre les e´quations aux de´rive´es partielles (edp) [Goedecker 1998] dans un but d’ho-
moge´ne´isation [Dumont 1996][Brewster and Beylkin 1995][Beylkin et al. 1998], d’analyse et de
mode´lisation de phe´nome`nes [Farge et al. 1999]. Notre approche se situe dans cette dernie`re
cate´gorie.
Nous pre´sentons dans ce chapitre les analyses multire´solutions de type ondelettes. Cette
pre´sentation ne se veut pas exhaustive. Le lecteur peut se re´fe´rer a` [Mallat 1998] pour un tour
plus complet du sujet. Quelques domaines d’applications sont passe´s en revue. Nous abordons
ensuite l’utilisation des ondelettes pour la re´solution des e´quations aux de´rive´es partielles. Sont
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de´taille´s le principe et l’inte´reˆt des me´thodes spectrales utilisant des ondelettes, en particulier
la me´thode de Galerkin-Ondelette utilise´e dans ce travail. Les coefficients de connexion,
essentiels dans notre e´tude, sont introduits a` cette occasion et leurs expressions sont donne´es.
2.1 Analyse multire´solution et ondelettes
Cette pre´sentation de´bute par l’introduction des bases orthonorme´es d’ondelettes qui, on
va le voir, sont associe´es ou non a` la notion d’analyse multire´solution. Cette notion implique
l’imbrication d’espaces d’approximations, et elle permet de de´finir des algorithmes perfor-
mants de transforme´e en ondelettes rapides. Sans ces performances nume´riques, les analyses
multire´solutions seraient beaucoup moins prise´es. Cette section permet e´galement de de´finir
les notations et conventions adopte´es, ce qui est important quand on utilise les ondelettes,
car chaque discipline (s’)est habitue´e a` ses propres notations. Dans la suite, on notera en rac-
courci analyse multire´solution par AMR. Quelques analyses multire´solutions sont pre´sente´es,
en particulier celles utilise´es dans ce travail, puis quelques domaines d’application des AMR
sont passe´s en revue.
2.1.1 Les bases orthonorme´es d’ondelettes
Les syste`mes orthogonaux d’espaces fonctionnels sont abondamment utilise´s en mathe´matiques
et dans leurs applications [Walter and Shen 2001]. Le principe est de repre´senter une fonction
par une se´rie, ou par la donne´e d’une famille de coefficients. Le syste`me orthogonal le plus
utilise´ est le syste`me trigonome´trique de Fourier pour des fonctions pe´riodiques. Des syste`mes
plus re´cents et de plus en plus utilise´s sont les syste`mes d’ondelettes.
Une base d’ondelettes de L2(IR) est compose´e de fonctions ψj,k donne´e par :
ψj,k(x) = 2
j/2ψ(2jx− k), avec j, k ∈ ZZ (2.1)
ou` ψ est une fonction de L2(IR) appele´e ondelette me`re, j l’indice d’e´chelle, k l’indice de
position. ψj,k est donc de´duit de ψ par une transformation d’e´chelle et une translation. La
pre´sence de 2j/2 est normalisante. (Rappelons que L2(IR) est l’espace des fonctions f d’e´nergie
finie :
∫ |f(t)|2 dt < +∞)
Des proprie´te´s de re´gularite´, de localisation et d’oscillation sont souvent donne´es pour les
ondelettes. Ainsi, on de´finit des bases d’ondelettes de classe m si :
1. la collection des fonctions ψj,k, j ∈ ZZ, k ∈ ZZ, forme une base orthornorme´e de L2(IR) ;
2. ψ(l)(x) ∈ L∞(IR) pour l = 0, ..., m ;
3. ψ(l)(x) de´croˆıt rapidement quand x→ ±∞, pour l = 0, ...,m ;
4.
∫ +∞
−∞ x
lψ(x)dx = 0, pour l = 0, ..., m.
Voici la traduction des proprie´te´s ci-dessus :
– la proprie´te´ 2 donne la re´gularite´ de ψ donc sa localisation fre´quentielle ;
– la proprie´te´ 3 donne la localisation de ψ dans le domaine physique. On dira que l’on-
delette ψj,k est essentiellement concentre´e sur l’intervalle dyadique [k2
−j , (k + 1)2−j [,
“essentiellement” car cela va de´pendre de la vitesse de de´croissance de l’ondelette ;
– la proprie´te´ 4 indique que tous les moments de ψ d’ordre k ≤ m sont nuls, ce qui de´finit
le caracte`re oscillant de ψ dans le domaine physique. Les polynoˆmes de degre´ infe´rieur a`
m seront “invisibles” pour cette ondelette analysante, en particulier
∫ +∞
−∞ ψ(x)dx = 0 :
les ondelettes sont de moyennes nulles.
2.1. ANALYSE MULTIRE´SOLUTION ET ONDELETTES 19
0 t
σs
σω
s
σs t
σω
s0
0u ,s0
0u ,s0
ψ
η
0
ω
tu u0
u,sψ
u,s
s0
s
|ψ     (ω)|
|ψ   (ω)|^
^
η
Fig. 2.1 – Supports espace-fre´quence de deux ondelettes ψu0,s0et ψu,s (d’apre`s [Mallat 1998])
Ces nouveaux syste`mes orthogonaux vont plus loin que la de´composition de Fourier dans
le sens ou` ils proposent des familles de fonctions localise´es a` la fois dans les espaces phy-
sique et spectral : la repre´sentation des fonctions en ondelettes est interme´diaire entre une
repre´sentation purement spectrale, et une purement physique. Elle fournit un nouveau pavage
du plan temps-fre´quence respectant le principe d’incertitude d’Heisenberg : quand la locali-
sation est bonne dans le domaine physique, elle est mauvaise dans le domaine spectral, et
inversement (voir l’annexe A). Les pave´s sont d’aspects variables, mais de meˆme taille :
∆x∆ω = constante (voir la figure 2.1). (2.2)
Ainsi d’apre`s la proprie´te´ (1), une fonction f de L2(IR) se de´compose en se´rie d’ondelettes
ψj,k et :
f(x) =
+∞∑
j=−∞
+∞∑
k=−∞
〈f, ψj,k〉ψj,k(x) avec 〈f, ψj,k〉 =
∫ +∞
−∞
f(x)ψj,k(x)dx. (2.3)
〈., .〉 est la notation qu’on adopte pour de´signer le produit scalaire, et ψ de´signe le conjugue´
de ψ.
Les fluctuations d’un signal f se de´composent donc comme la somme de fluctuations de
moyenne nulle, localise´es dans des intervalles dyadiques de largeur et de position variables. Au-
trement dit, on voit le signal comme la somme de de´tails e´le´mentaires (ψj,k) de diffe´rentes
dimensions (
+∞∑
j=−∞
). Comme il est remarque´ tre`s justement dans [Meyer 1990], cette e´galite´
fonctionne encore si f ∈ Lp(IR) et si 1 < p < ∞ 1, mais (2.3) cesse de fonctionner si f(x)
1Lp(IR) est l’ensemble des fonctions qui ve´rifient
∫
|f(t)|p dt < +∞.
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appartient a` L∞(IR) ou L1(IR) : si f(x) = 1, l’e´galite´ conduirait a` 1 = 0 ! Or, la plupart
des signaux physiques sont dans L∞(IR). La solution a` ce proble`me consiste a` se donner une
seconde fonction ϕ(x), que [Meyer 1990] appelle “pe`re des ondelettes” et qui est plus com-
mune´ment appele´e fonction d’e´chelle dans le cadre de l’AMR. Les proprie´te´s (2) et (3)
sont encore valables pour ϕ ; la proprie´te´ (4) est remplace´e par la condition
∫ +∞
−∞ ϕ(x)dx = 1,
et (1) par la condition que l’ensemble des fonctions {ϕ(x− k), k ∈ ZZ, ψj,k(x), j ≥ 0, k ∈ ZZ}
forment une base orthonorme´e de L2(IR) :
f(x) =
+∞∑
k=−∞
akϕ(x− k) +
+∞∑
j=0
+∞∑
k=−∞
dj,kψj,k(x) . (2.4)
avec ak =
∫ +∞
−∞
f(x)ϕ(x− k)dx et dj,k =
∫ +∞
−∞
f(x)ψj,k(x)dx. (2.5)
On voit maintenant le signal comme la somme d’une approximation grossie`re (ou ten-
dance)
+∞∑
k=−∞
akϕ(x− k) et de de´tails de plus en plus petits (
+∞∑
j=0
).
Cette de´composition de´finit l’esprit de l’analyse multire´solution. Bien suˆr, les fonctions
ϕ et ψ ne sont pas inde´pendantes : on va voir au paragraphe suivant que la fonction ψ se
de´duit de ϕ. La donne´e de ϕ de´finit donc entie`rement l’analyse multire´solution. Les syste`mes
d’ondelettes sont ante´rieurs a` celle d’analyse multire´solution. La premie`re ondelette re´ellement
de´finie a e´te´ celle de Morlet, et ne proposait pas de multire´solution associe´e. On verra par
exemple plus loin que l’ondelette de Meyer peut eˆtre de´finie sans re´fe´rence a` une analyse
multire´solution.
2.1.2 Analyse multire´solution
L’approximation multire´solution a` la re´solution 2−j est de´finie comme la projection or-
thogonale sur un espace Vj ∈ L2(IR).
2.1.2.1 De´finition
Suivant [Meyer 1990] et [Mallat 1998], une analyse multire´solution de L2(IR) est une suite
croissante de sous-espaces vectoriels {Vj}j∈ZZ de L2(IR) ayant les proprie´te´s suivantes :
∀ (j, k) ∈ ZZ2, f(t) ∈ Vj ⇔ f(t− 2−jk) ∈ Vj (2.6)
∀j ∈ ZZ, Vj−1 ⊂ Vj donc ... ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ ... ⊂ L2(IR) (2.7)
∀j ∈ ZZ, f(t) ∈ Vj ⇔ f(2t) ∈ Vj+1 (2.8)
lim
j→−∞
Vj =
+∞∩−∞Vj = {0} et limj→+∞Vj =
+∞∪−∞Vj = L
2(IR) (2.9)
∃ϕ ∈ V0 tel que {ϕ(x− k)}k∈ZZ forment une base orthonormale de L2(IR) (2.10)
Les espaces Vj sont appele´s espace d’approximation. L’approximation multire´solution de
f a` la re´solution 2−jest de´finie comme sa projection orthogonale sur l’espace Vj .
La proprie´te´ (2.6) signifie que Vj est invariant par toute translation proportionnelle a`
l’e´chelle 2−j ; la proprie´te´ (2.8) garantit que la dilatation par 2 d’une fonction f de Vj (donc
le grossissement par deux des de´tails) de´finit une approximation de cette fonction a` l’e´chelle
plus grossie`re 2−j+1.
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2.1.2.2 Conse´quences
A Soit PVjf la projection de f ∈ L2(IR) sur Vj , les proprie´te´s (2.8) et (2.10) impliquent
que :
PVjf =
+∞∑
n=−∞
〈f, ϕj,n〉ϕj,n(x) (2.11)
La fonction ϕ est appele´e fonction d’e´chelle et ϕj,n(x) = 2
j/2ϕ(2jx−n). Elle posse`de
les meˆmes caracte`res de re´gularite´ et de localisation spatiale que l’ondelette qui lui
sera associe´e. La fonction d’e´chelle ϕ ve´rifie
∫ +∞
−∞ ϕ(x)dx = 1 ; elle est une partition de
l’unite´ :
∑
k
ϕ(x− k) = 1.
Le produit scalaire aj [n] = 〈f, ϕj,n〉 peut eˆtre re´e´crit comme un produit de convolution :
aj [n] =
∫ +∞
−∞
f(x)2j/2ϕ(2jx− n)dx = f ⋆ ϕj(2−jn) (2.12)
avec ϕj(x) = 2
j/2ϕ(2jx) et ⋆ le produit de convolution,
et vu comme une approximation discre`te a` l’e´chelle 2−j . L’e´nergie de la transforme´e
de Fourier ϕ̂ e´tant essentiellement concentre´e autour de ze´ro, l’approximation discre`te
aj [n] est alors le filtrage passe-bas de f e´chantillonne´e a` des intervalles 2
−j .
B Ondelette me`re
Les approximations de f aux e´chelles 2−j et 2−(j+1) sont e´gales aux projections orthogo-
nales du signal sur les sous-espaces Vj et Vj+1. D’apre`s la proprie´te´ 2.7, l’approximation
PVjf est plus grossie`re que PVj+1f : PVjf ⊂ PVj+1f . En passant de PVj+1f a` PVjf , on
perd de l’information, des de´tails pre´sents a` l’e´chelle 2−(j+1) qui disparaissent a` l’e´chelle
2−j .
On de´finit Wj , le comple´mentaire orthogonal de Vj dans Vj+1 :
Vj+1 = Vj ⊕Wj (2.13)
L’e´quation 2.13 peut se lire ainsi :
approximation = approximation + de´tails
a` l’e´chelle 2−(j+1) a` l’e´chelle 2−j d’e´chelle 2−j
On peut construire une fonction note´e ψ telle que ∀j ∈ ZZ, {ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx− k), k ∈ ZZ}
est une base orthonormale de Wj . On retrouve ici l’ondelette me`re ψ introduite au para-
graphe 2.1.1. En e´crivant PWjf =
+∞∑
n=−∞
〈f, ψj,n〉ψj,n(x) comme la projection du signal
dans l’espace des de´tails Wj , il vient :
PVj+1f = PVjf + PWjf. (2.14)
Puisque :
PVj+1f = PVjf + PWjf = PVj−1f + PWj−1f + PWjf (2.15)
= PVj−2f + PWj−2f + PWj−1f + PWjf , etc. , (2.16)
on peut e´crire par re´currence et en se fixant une e´chelle J d’approximation :
L2(IR) = ⊕
j∈ZZ
Wj = VJ ⊕
j≥J
Wj (2.17)
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Pour des signaux f ∈ L2(IR), on retrouve donc l’e´galite´ 2.3 :
f(x) =
+∞∑
j=−∞
+∞∑
k=−∞
〈f, ψj,k〉ψj,k(x) (2.18)
Quand on traite des signaux de valeur moyenne non nulle, on e´crit :
f(x) =
+∞∑
k=−∞
〈f, ϕJ,k〉ϕJ,k(x) +
+∞∑
j=J
+∞∑
k=−∞
〈f, ψj,k〉ψj,k(x) (2.19)
ou f(x) = 〈f〉J (x) +
∑
j≥J
fj(x) (2.20)
avec
〈f〉J ∈ VJ et 〈f〉J (x) =
∑
k aJkϕJ,k(x)
fj ∈Wj et fj(x) =
∑
k djkψjk(x)
(2.21)
Les coefficients aJk repre´sentent les valeurs moyennes du signal a` l’horizon 2
−J et loca-
lise´es aux points k2−J . Ils sont appele´s coefficients d’e´chelle.
Les coefficients djk repre´sentent les de´tails du signal d’e´chelle 2
−j et localise´es aux points
(k + 12)2
−j . Ils sont appele´s coefficients d’ondelette.
C Filtres miroirs conjugue´s et e´quation d’e´chelle
La proprie´te´ (2.7) signifie l’inclusion des espaces Vj . Puisque V0 ⊂ V1 et en e´crivant
que
√
2ϕ(2x − k) est une base orthonormale de V1, on peut caracte´riser l’AMR par la
donne´e des coefficients hk tels que :
ϕ(x) =
+∞∑
n=−∞
h [n]
√
2ϕ(2x− n) avec h [n] =
〈
ϕ(x),
√
2ϕ(2x− n)
〉
. (2.22)
Cette e´quation est appele´e e´quation d’e´chelle [Mallat 1998] ou e´quation de dilatation
[Walter and Shen 2001]. La se´quence h [n] sera interpre´te´ comme un filtre discret passe-
bas.
On peut e´crire aussi ϕ̂(ω) =
√
2ĥ(ω)ϕ̂(ω/2), avec ĥ(ω) =
∑+∞
n=−∞ h [n]e
−inω, puis par
re´currence ϕ̂(ω) =
+∞∏
p=1
ĥ(2−pω)√
2
ϕ̂(0).
Le the´ore`me suivant donne une condition ne´cessaire et suffisante sur ĥ(w) pour que ce
produit infini soit la transforme´e de Fourier d’une fonction d’e´chelle :
∀ω ∈ IR,
∣∣∣ĥ(ω)∣∣∣2 + ∣∣∣ĥ(ω + π)∣∣∣2 = 2
ĥ(0) =
√
2
(2.23)
Les filtres discrets ve´rifiant la condition ci-dessus sont appele´ filtres miroirs conjugue´s.
De meˆme, puisque W0 ⊂ V1, on peut e´crire
ψ(x) =
+∞∑
n=−∞
g [n]
√
2ϕ(2x− n) avec g [n] =
〈
ψ(x),
√
2ϕ(2x− n)
〉
(2.24)
La se´quence g [n] sera interpre´te´ comme un filtre discret passe-haut.
On peut de´montrer que le filtre g se de´duit du filtre h.
ĝ(ω) = e−iωĥ∗(ω + π) et g [n] = (−1)1−nh [1− n] (2.25)
Ainsi, la donne´e du filtre h de´finit comple`tement la multire´solution.
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2.1.3 Transformation en ondelettes rapides
L’imbrication des espaces Vj , l’utilisation de convolue´es discre`tes par les filtres h et g ont
permis la construction d’algorithmes rapides en cascade, capables de re´aliser la projection
orthogonale d’un signal sur un espace d’ondelettes, c’est-a`-dire de faire correspondre a` n
valeurs e´chantillonne´es du signal des coefficients d’e´chelle et d’ondelette, et l’ope´ration inverse :
la reconstruction d’un signal a` partir de la donne´e de coefficients d’e´chelle et d’ondelette par
l’utilisation de filtres duaux h˜ et g˜ (voir sche´ma sur la figure 2.2).
Fig. 2.2 – Le signal d’entre´e est filtre´ par un filtre passe-bas et un filtre passe-haut, et sous-
e´chantillonne´. La reconstruction est re´alise´e en inse´rant des ze´ros et en filtrant avec les filtres
duaux
La taille du vecteur des coefficients d’e´chelle et d’ondelettes varie en fonction de la taille
du filtre h, car l’application du filtre consiste en une convolution et la taille des filtres varient
en fonction des AMR. Les convolutions par les filtres sont suivies ou pre´ce´de´es respectivement
de de´cimation-sous-e´chantillonnage (de´composition) ou d’insertion de ze´ros (reconstruction).
Ces ope´rations de de´cimation provoquent des phe´nome`nes d’aliasing qui “polluent” les coef-
ficients, mais peuvent eˆtre annule´s lors de la reconstruction en utilisant des filtres ayant des
proprie´te´s ade´quates. Selon [Vetterli 1986], la condition sous forme matricielle pour obtenir
une reconstruction parfaite est la suivante :
(
ĥ(ω) ĝ(ω)
ĥ(ω + π) ĝ(ω)
)
×
( ̂˜
h
∗
(ω)̂˜g∗(ω)
)
=
(
2
0
)
(2.26)
Si les filtres h et h˜ sont e´gaux, la condition (2.26) est e´quivalente a` la condition sur le filtre
h. On appelle ces filtres des filtres miroirs en quadrature.
2.1.3.1 Initialisation
Les signaux discrets traite´s b [n] sont e´chantillonne´s a` une re´solution finie et fixe´e. Si la
distance d’e´chantillonnage est N−1, on associe a` b [n] une fonction f(x) ∈ VL approxime´e a`
l’e´chelle 2−L = N−1 : f(x) =
∑+∞
n=−∞ 〈f, ϕL,n〉ϕL,n(x). On calcule les coefficients aL [n] =
〈f, ϕL,n〉 a` partir de b [n] : b [n] = N1/2aL [n]. Si f(x) est re´gulie`re au voisinage de N−1n, on
peut conside´rer que b [n] ≈ f(N−1n).
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2.1.3.2 Calcul des coefficients
Suivant l’e´galite´ VL = VJ
L−1⊕
j=J
Wj , on obtient le vecteur des coefficients
[
aJ, {dj}J≤j≤L−1
]
a` partir des coefficients d’e´chelle aL [n] = 〈f, ϕL,n〉. Par la suite, on appellera J l’e´chelle
d’approximation et L l’e´chelle de re´solution
2.1.3.3 Pe´riodisation de l’AMR
Cet aspect est important car les champs nuageux que nous allons traite´s sont horizontale-
ment pe´riodiques. Pe´riodiser l’AMR est e´quivalent a` faire l’AMR de signaux pe´riodiques, et
inversement : ∫ 1
0
f(x)ψperj,k (x)dx =
∫ +∞
−∞
fper(x)ψj,k(x)dx. (2.27)
La pe´riodisation de l’AMR produit donc des ondelettes pe´riodiques. La pe´riodisation d’une
base d’ondelettes {ψj,k, (j, k) ∈ ZZ} de L2(IR) est en fait une base d’ondelettes de L2 [0, 1] :
ψperj,k (x) =
+∞∑
k′=−∞
ψj,k(x+ k
′) avec k ∈ [0, 2j − 1] . (2.28)
C’est donc un des moyens d’obtenir une base d’ondelettes sur un intervalle.
La conse´quence en est la perte de l’invariance par e´chelle, surtout a` grande e´chelle ; les
fonctions a` petite e´chelle e´tant a` support plus restreint et donc moins sujet a` la pe´riodisation.
Deux effets de la pe´riodisation sont que les moments ne s’annulent plus aux bords et la
pre´sence de large coefficients d’ondelette aux bords si f(0) 6= f(1).
Concernant les bases de L∞(IR), il en est de meˆme en pe´riodisant les fonctions d’e´chelle.
Il est a` noter que les fonctions d’e´chelle e´tant des partitions de l’unite´, la pe´riodisation des
fonctions d’e´chelle pour une e´chelle d’approximation e´gale a` ze´ro donne une fonction d’e´chelle
pe´riodise´e e´gale a` l’unite´.
2.1.3.4 Transformation discre`te pe´riodique ou pe´riodise´e
Puisque aj [n] =
〈
f, ϕperj,n
〉
peut s’e´crire aussi aj [n] = 〈fper, ϕj,n〉 (de meˆme pour ψj,n), les
algorithmes propose´s seront utilisables en re´alisant des convolutions circulaires.
On obtient alors :
f(x) =
2J−1∑
k=0
〈f, ϕJ,k〉ϕJ,k(x) +
L−1∑
j=J
2j−1∑
k=0
〈f, ψj,k〉ψj,k(x) (2.29)
Dans le cas de l’AMR pe´riodise´e, a` N = 2L e´chantillons du signal correspondent 2L produits
scalaires avec les fonctions analysantes : 2J coefficients d’e´chelle, 2J coefficients d’ondelette
pour l’e´chelle J , 2J+1 coefficients d’ondelette pour l’e´chelle (J + 1), ..., 2L−1 coefficients
d’ondelette a` la plus petite e´chelle (L − 1), et au total (2J) + (2J) + (2J+1) + ... + (2L−1) =
2L = N .
2.1.4 Exemples d’analyses multire´solutions
On de´taille ici quelques AMR, dont celles de Haar et de Meyer utilise´es dans cette e´tude.
On retrouve la notion d’incertitude de Heisenberg qui est qu’une fonction ne peut avoir une
localisation tre`s pre´cise et dans l’espace physique et dans l’espace des fre´quences.
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A noter que nous ne parlons ici que des ondelettes orthogonales, et qu’il existe aussi des
ondelettes biorthogonales pour lesquelles les filtres analysants et les filtres duaux de synthe`se
ne sont pas e´gaux. Nous ne de´taillons pas non plus les ondelettes de Daubechies a` support
compact, meˆme si elles sont tre`s utilise´es nume´riquement. On se contente de renvoyer le lecteur
a` l’ouvrage d’Ingrid Daubechies [Daubechies 1992].
2.1.4.1 AMR de Haar
En 1910, A. Haar de´finit une fonction continue par morceaux dont les dilate´es et translate´es
forment une base L2(IR) : c’est l’ondelette de Haar [Haar 1910]
ψ(x) =

1 si 0 ≤ x < 1/2
−1 si 1/2 ≤ x < 1
0 sinon
(2.30)
L’AMR de Haar associe ψ(x) a` la fonction d’e´chelle ϕ(x) = 1 si 0 ≤ x < 1 (voir la figure
2.3).
Fig. 2.3 – Visualisation de quelques fonctions de la base de Haar – J = 0 – De haut en bas :
la fonction d’e´chelle φ0,0, l’ondelette la plus grossie`re Ψ0,0, les deux ondelettes a` l’e´chelle deux
fois plus fine Ψ1,k, les quatre ondelettes a` l’e´chelle quatre fois plus fine Ψ2,k.
Les avantages de l’AMR de Haar tiennent dans sa simplicite´. Graˆce a` la compacite´ de
ses fonctions, l’AMR de Haar est la plus inte´ressante nume´riquement. De plus, la fonction
d’e´chelle e´tant constante, les coefficients d’e´chelle de Haar donnent la moyenne vraie du signal
sur un support localise´ de largeur 2−J . La pe´riodicite´ des signaux ne perturbent pas l’AMR.
Les inconve´nients de cette AMR tiennent e´galement dans sa simplicite´. Le manque de
re´gularite´ des fonctions analysantes (uniquement un moment nul) les rend peu adapte´es pour
e´tudier les fonctions re´gulie`res (repre´sentation peu e´conomique). De plus, les support phy-
siques des fonctions de Haar e´tant compacts, leurs support physiques fre´quentiels sont infinis
(voir l’annexe A sur l’incertitude de Heisenberg ; ϕ̂(ω)=sinus cardinal). L’AMR de Haar n’est
donc pas parfaitement dans l’ide´e qu’on peut se faire de l’AMR, pour laquelle une double pro-
prie´te´ de localisation physique et fre´quentielle est recherche´e. La figure 2.4 donne un exemple
de l’approximation basse re´solution de Haar d’un signal ge´ne´re´ par un processus de type
cascade borne´e ; on compte 24 = 16 pixels d’approximation.
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Fig. 2.4 – Vision basse re´solution au sens de l’AMR de Haar d’un signal – J = 4 (donc
24 = 16 pixels d’approximation), L=8.
2.1.4.2 AMR de Shannon
C’est l’AMR duale de celle de Haar :
ϕ̂(ω) = 1 si− π ≤ x ≤ π, alors ∀ω ∈ [−π, π] , ĥ(ω) =
√
21[−π/2,π/2](ω). (2.31)
La transforme´e de Fourier inverse de ϕ̂ est e´galement un sinus cardinal ; le support physique
des fonctions d’e´chelles et ondelettes est infini.
2.1.4.3 AMR de Meyer
L’ondelette de Meyer est une fonction a` bande fre´quentielle limite´e dont la transforme´e
de Fourier est lisse au contraire de celle de l’ondelette de Shannon. Ce caracte`re lisse donne
une de´croissance beaucoup plus rapide dans l’espace physique.
2.1.4.3.1 Ondelette de Meyer non-associe´e a` une multire´solution
La construction de cette ondelette ψ est re´alise´e dans l’espace fre´quentiel a` partir des ope´rations
successives suivantes : 
f(ω) =
{
e
−1
ω2 pour ω > 0
0 pourω ≤ 0
h(ω) =
f(4π3 − ω)
f(ω − 2π3 ) + f(4π3 − ω)
ϕ(ω) =
√
h(ω)h(−ω)
ψ̂(ω) = e−i
ω
2
√
ϕ2(ω/2)− ϕ2(ω)
Elle est utilise´e dans [Yamada and Ohkitani 1990].
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2.1.4.3.2 Ondelette de Meyer associe´e a` une multire´solution
La fonction d’e´chelle et l’ondelette me`re de Meyer sont de´finies analytiquement dans l’espace
de Fourier.
ϕˆ (ω) =

1 si |ω| ≤ 2π/3
cos
(
π
2β(
3|ω|
2π − 1
)
si 2π/3 ≤ |ω| ≤ 4π/3
0 ailleurs
ψ̂ (ω) =

0 si |ω| /∈ [2π/3, 8π/3]
e−iω/2 sin
(
π
2β(
3|ω|
2π − 1
)
si 2π/3 ≤ |ω| ≤ 4π/3
e−iω/2 cos
(
π
2β(
3|ω|
2π − 1
)
si 4π/3 ≤ |ω| ≤ 8π/3
La pre´sence du terme e−iω/2 fait que l’ondelette me`re est centre´e en x = 1/2.
Le seul degre´ de liberte´ est le comportement de ϕ̂(ω) dans son passage de 0 a` 1 et est
de´fini par la fonction auxiliaire β(x), dont les valeurs vont de 0 a` 1 sur l’intervalle [0, 1]. Pour
ve´rifier la condition de quadrature, β(x) satisfait :
∀x ∈ [0, 1] , β(x) + β(1− x) = 1. (2.32)
Un exemple propose´ par Daubechies est la fonction β(x) = x4(35 − 84x + 70x2 − 20x3). La
fonction ĥ(ω) a alors trois moments nuls en |ω| = π/3 et |ω| = 2π/3.
La repre´sentation dans les espaces physiques et de Fourier de la fonction d’e´chelle et
de l’ondelette me`re, pour cette fonction auxiliaure, est donne´e dans la figure 2.5. Ces deux
de´finitions diffe´rentes de l’ondelette de Meyer (associe´e ou non a` une AMR) conduisent a` des
fonctions proches comme on peut le voir sur la figure 2.6.
2.1.4.3.3 Aspects nume´riques
Le logiciel de calcul MATLAB propose des filtres miroirs conjugue´s pour l’AMR de Meyer.
Les fonctions de Meyer n’e´tant pas a` support compact, la dimension des filtres est en the´orie
infinie. Il est propose´ dans la toolbox Wavelet de MATLAB des filtres en quadrature associe´s
a` l’AMR de Meyer, de´finis dans [Abry 1996] ayant une taille de 60. Des versions pe´riodise´es
des routines de de´composition et de recomposition en ondelettes wavedec et waverec ont
e´te´ programme´es (les convolutions par les filtres sont remplace´es par des convolutions circu-
laires), mais les re´sultats obtenus ne sont pas excellents. Comme le montre la figure 2.7, les
spectres d’e´nergie des signaux apre`s une de´composition-recomposition par l’AMR de Meyer
sont bruite´s. Cela tient sans doute a` la troncature des filtres en quadrature de Meyer, de taille
the´oriquement infinie.
Il est pre´fe´rable d’utiliser la transformation en ondelettes de Meyer imple´mente´e dans
l’espace des fre´quences. Dans ce cas, la transformation est base´e sur une projection dans
l’espace des fre´quences de la transforme´e de Fourier du signal sur des feneˆtres fre´quentielles. Si
ces feneˆtres fre´quentielles sont bien choisies, la projection est faite sur une base orthonormale
de L2(IR). Une des proce´dures propose´es conduit a` des bases appele´es bases trigonome´triques
locales [Coifman and Meyer 1991] dont la construction est de´taille´e dans [Auscher et al. 1992]
et [Kolaczyk 1994]. Bien suˆr, les feneˆtres fre´quentielles utilise´es, appele´es ici fonctions “cloche”,
ont la forme des fonctions analysantes de Meyer dans l’espace de Fourier. Les algorithmes de
de´composition-recomposition correspondants ont e´te´ de´finis par [Kolaczyk 1994] et ont donne´s
les routines FWT YM et IWT YM propose´es par le logiciel Wavelab qu’on peut te´le´charger
gratuitement a` l’adresse suivante : http ://www-stat.stanford.edu/˜wavelab.
La figure 2.8 donne un exemple de l’approximation a` basse re´solution de Meyer du meˆme
signal que celui de la figure 2.4. Le signal basse-re´solution est reconstitue´ a` partir de 24 = 16
coefficients d’e´chelle. Dans le cas de l’AMR de Meyer, on peut moins parler de “pixels”
d’approximation que pour l’AMR de Haar.
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Fig. 2.5 – Visualisation de la fonction d’e´chelle et de l’ondelette me`re de l’AMR de Meyer.
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Fig. 2.6 – Visualisation des ondelettes me`re de Meyer pour les deux de´finitions (1 : sans
multire´solution ; 2 : avec multire´solution).
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Fig. 2.7 – Spectre d’e´nergie d’un signal d’origine et de sa de´composition-reconstruction par
les ondelettes de Meyer - Utilisation du logiciel de calcul Matlab.
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Fig. 2.8 – Vision basse re´solution au sens de l’AMR de Meyer d’un signal – J = 4 (donc il y
a 24 = 16 “pixels” d’approximation), L=8.
2.1.5 Utilisation des analyses multire´solutions
On vient de voir quelques exemples d’AMR. On peut se poser la question du choix de
l’AMR et des conse´quences de ce choix. Quelles multire´solutions utiliser ? Cela va de´pendre
bien suˆr des applications. En fonction des besoins des applications, on exploitera certaines
proprie´te´s des AMR. On passe ici en revue quelques utilisations importantes des AMR en
traitement du signal et en analyse de donne´es, dans les techniques de compression de donne´es.
L’AMR se re´ve`le un excellent outil pour le traitement du signal, au meˆme titre que l’ana-
lyse de Fourier. D’ailleurs, on l’a vu, les deux analyses ne sont souvent pas tre`s e´loigne´es.
L’aspect multire´solution de la transforme´e en ondelettes permet de l’utiliser comme la trans-
forme´e de Fourier pour e´tudier spectralement les signaux. Dans ce cas, l’information sur la
localisation des fluctuations, contenue dans les coefficients d’ondelettes, n’est pas exploite´e.
Le fait d’utiliser des bases d’ondelettes orthonormales permet par la formule de Parseval de
re´aliser la partition de la variance dans le domaine des ondelettes : la norme L2(IR) ve´rifie :
‖f‖2 =
∑
k
〈f, ϕJ,k〉2 +
∞∑
j=J
∑
kj
〈
f, ψj,kj
〉2
(2.33)
ce qui est e´quivalent a` la densite´ spectrale de puissance de la de´composition de Fourier [Perrier
et al. 1995]. L’e´quivalence nombre d’onde=e´chelle existe pour les ondelettes quand celles-ci
sont bien localise´es dans l’espace des fre´quences.
Le caracte`re de localite´ des ondelettes est une proprie´te´ assez unique et inte´ressante a` ex-
ploiter. Ainsi, la de´tection des singularite´s d’un signal se fera graˆce aux maxima des coefficients
d’ondelettes localise´s sur la singularite´ [Mallat and Hwang 1992] [Mallat and Zhong 1992] et
dont l’e´chelle associe´e correspond a` la taille de la singularite´. Il sera e´galement inte´ressant
d’utiliser des ondelettes pour lesquelles ne sont “visibles” que les singularite´s. Dans ce cas, la
re´gularite´ des ondelettes peut eˆtre une proprie´te´ importante.
Si les ondelettes sont assez bien localise´es physiquement (dans le temps) et spectralement,
on aura donc une double localisation spatiale-spectrale (ou temps-fre´quence) des fluctuations
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des signaux. En se re´fe´rant a` l’image de Bruno Torre´sani (site internet : http ://www.cmi.univ-
mrs.fr/˜torresan/universalis/ondel.html), on pourra dire en analysant les coefficients d’onde-
lettes d’un enregistrement de musique si une note est joue´e a` tel moment, et si c’est une ronde
ou une double croche. L’analyse par ondelettes fait dans ce sens mieux que l’analyse de Fou-
rier a` feneˆtre glissante ; cette dernie`re a l’inconve´nient de proposer une feneˆtre d’observation
de taille fixe, localisant donc mal les discontinuite´s a` des e´chelles plus petites que l’e´chelle
d’observation, et e´tant limite´ dans les basses fre´quences par cette meˆme taille de feneˆtre. La
transforme´e en ondelettes propose une feneˆtre d’observation qui s’adapte aux e´chelles des
fluctuations pre´sentes : dans une analyse en ondelettes, l’incertitude relative fre´quentielle est
constante sur une grande gamme d’e´chelle : ∆ω/ω =constante [Abry 1996].
Enfin, la de´composition en ondelettes est tre`s utile pour le de´bruitage des signaux [Donoho
and Johnstone 1994]. La difficulte´ dans le de´bruitage des signaux re´side dans ce qu’il faut
conside´rer comme du bruit et comme contenant de l’information. Bien suˆr, l’utilisation d’on-
delettes ne re´sout pas cette difficulte´. Mais elle permet a` partir des coefficients d’ondelettes de
discerner la nature des bruits et d’agir de manie`re cible´e. Si, localement, un signal est entache´
d’un bruit important (situation typique de mesures ae´roporte´es), un seuillage des coefficients
est une re´ponse approprie´e. Si, a` une e´chelle donne´e, un bruit stationnaire d’amplitude li-
mite´e vient se superposer a` des fluctuations contenant de l’information, on se´lectionnera les
coefficients d’ondelettes a` cette e´chelle d’amplitude supe´rieure a` un seuil. En fonction des
applications, les proprie´te´s de re´gularite´ des ondelettes vont aussi jouer un roˆle.
Les caracte`res de localite´ et de multire´solution de l’analyse en ondelettes en font e´galement
un excellent outil pour la repre´sentation e´conomique de donne´es ou la compression de donne´es.
La de´composition en ondelettes est naturellement adaptative. En ne gardant que les coeffi-
cients significatifs, on re´duit le nombre de variables contenant l’information. Les ondelettes
sont a` la base de technique de compression de donne´es comme par exemple la compression
jpeg2000. En imagerie, les AMR sont naturellement inte´ressantes [Mallat 1998] : en isolant
une e´chelle de de´tails, on peut par exemple restituer les contours de l’image ; en ne gardant
que les coefficients a` grande e´chelle, on garde de l’image originale une image floue, qui sera
dyadique si on utilise l’AMR de Haar.
2.2 Utilisation d’ondelettes pour la re´solution d’e´quations aux de´rive´es
partielles
L’utilisation de me´thodes spectrales pour re´soudre les e´quations aux de´rive´es partielles
(edp) est classique. Les recherches dans ce domaine consistent a` e´tudier de nouvelles repre´sentations
de la solution et des “ope´rateurs-acteurs” de l’e´quation [Beylkin 1992]. Ces repre´sentations
seront judicieuses si elles permettent d’ame´liorer le calcul. Cela veut par exemple dire une
e´conomie de la repre´sentation de la solution dans cette base, une repre´sentation simple des
ope´rateurs permettant un calcul pre´cis et efficace. Mais a` coˆte´ de ces aspects techniques, une
repre´sentation de la solution sera ade´quate si elle permet d’analyser la physique sous-jacente.
Si le regard qu’on porte sur les processus est approprie´, on les distinguera mieux, on pourra
les analyser, les mode´liser, et les simplifier.
Depuis le tout de´but des anne´es 90, soit peu de temps apre`s l’apparition de l’analyse
multire´solution, une activite´ assez importante des mathe´maticiens applique´s et physiciens
est de´die´e a` l’e´tude et la re´solution nume´rique des edp a` l’aide d’ondelettes [Liandrat and
Tchamitchian 1990]. On pense en effet que les proprie´te´s de double localisation temps-
fre´quence des ondelettes sont pertinentes a` la fois pour rendre le calcul naturellement adap-
tatif et performant, et pour mettre en lumie`re les processus physiques. Quand la solution est
de´compose´e sur une base multire´solution de type ondelettes et que tous les calculs se font
dans cet espace multire´solution, on parle de me´thode de Galerkin-Ondelette. C’est cette voie
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qui a e´te´ suivie dans ce travail de the`se. Cette technique fait apparaˆıtre des coefficients de
connexion auxquels nous accorderons au chapitre suivant un inte´reˆt tout particulier.
Avant d’aborder les me´thodes de Galerkin-Ondelette et l’e´quation qui nous pre´occupe -
l’Equation du Transfert Radiatif, nous de´taillons les enjeux des repre´sentations des solutions
des edp, en prenant pour exemple l’e´quation de Navier-stokes.
2.2.1 Vers une repre´sentation approprie´e de la solution
2.2.1.1 Me´thode spectrale
Les me´thodes spectrales consistent a` “projeter” les e´quations sur une base orthogonale
de l’espace fonctionnel [Bouchon 1999][Canuto et al. 1988]. Pour re´soudre des proble`mes
pe´riodiques, on a classiquement recours a` des se´ries de Fourier ; pour des proble`mes non
pe´riodiques, a` des bases de polynoˆmes comme ceux de Legendre ou de Chebyshev. Ces pro-
jections permettent une repre´sentation simple des “ope´rateurs-acteurs” de l’e´quation, par
exemple de l’ope´rateur de diffe´rentiation au premier ordre, d’inte´gration, le laplacien, ... , et
de re´soudre ainsi de manie`re efficace l’e´quation en exploitant leurs proprie´te´s.
Illustrons cet aspect avec l’exemple simple de l’ope´rateur de diffe´rentiation. Celui-ci est
diagonal dans une repre´sentation spectrale de type Fourier [Bouchon 1999] :
ck(f
′) = i.k.ck(f), (2.34)
avec k le nombre d’onde, ck(f) et ck(f
′) les coefficients de Fourier de f et f ′. Cette relation
pre´sente l’inte´reˆt de permettre facilement le calcul des coefficients de Fourier ck(f
′) – a` partir
des coefficients ck(f), et donc la de´rive´e de la fonction f . C’est un tre`s grand avantage de la
de´composition de Fourier. A partir de la relation 2.34 et d’un raisonnement par re´currence,
on peut de´duire que la de´croissance des coefficients de Fourier est d’autant plus rapide que f
est re´gulie`re. Traduit en langage mathe´matique :
soit f ∈ Hmper2, alors |ck(f)| <
C2
|k|m pour k 6= 0. (2.35)
Ainsi, la repre´sentation en Fourier de fonctions re´gulie`res est e´conomique. Mais si la fonc-
tion pre´sente certaines singularite´s tre`s locales, les coefficients de Fourier a` petite e´chelle seront
importants. La raison est que ces coefficients ne portent pas d’informations sur la localisa-
tion de ces singularite´s. L’information sera contenue dans la phase. L’utilisation d’ondelettes
permet d’avoir a` petite e´chelle des coefficients non nuls localise´s sur les singularite´s et nuls
ailleurs.
2.2.1.2 De´composition adapte´e aux proble`mes physiques sous jacent
A coˆte´ de ces conside´rations mathe´matiques, il est important que la de´composition choi-
sie pour la solution le soit en fonction de motivations d’ordre physique. En effet, une bonne
analyse des phe´nome`nes physiques passe par une repre´sentation ade´quate qui permette de
discerner clairement ces phe´nome`nes, des comportements, des interactions, des me´canismes.
Toute la difficulte´ et tout l’inte´reˆt sont d’essayer de voir les choses sous un certain angle, de se
donner les moyens d’avoir ce point de vue, pour mieux mode´liser les phe´nome`nes physiques.
Tout comme l’analyse de donne´es en statistique multidimensionnelle peut eˆtre conside´re´e
comme une technique de mode´lisation, faisant e´merger les proprie´te´s du mode`le, des donne´es
2si f ∈ Hmper, l’espace de Hilbert d’ordre m, alors f est dans L
2
per, ainsi que ses m de´rive´es successives.
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elles-meˆmes [Brissaud et al. 1990], l’esprit des me´thodes spectrales peut eˆtre de choisir un es-
pace de projection qui donne une repre´sentation de la solution permettant d’orienter l’analyse
et la mode´lisation.
Si par exemple les processus physiques conside´re´s montrent des interactions entre les
e´chelles, il est judicieux d’avoir une repre´sentation multie´chelle des phe´nome`nes qui per-
mettent de de´crire ces interactions. On parle ainsi commune´ment de de´composition en
e´chelles des e´quations [Heurtaux et al. 1992] ou de me´thodes multie´chelles [Dahmen
et al. 1995]. Prenons l’exemple de l’e´quation de Navier-stokes :
∂v
∂t
+ (v.▽)v = 1
ρ
▽ p+ ν∆v (2.36)
Elle est l’e´quation de´terministe qui de´crit l’e´coulement d’un fluide visqueux, accompagne´e de
conditions aux limites et souvent de la condition d’incompressibilite´▽.v = 0. L’e´coulement est
caracte´rise´ par un nombre sans dimension, le nombre de ReynoldsRe =
UL
ν , avec U un ordre de
grandeur des variations de vitesse, L une taille caracte´ristique de l’e´coulement, et ν la viscosite´
cine´matique du fluide. La re´solution directe de cette e´quation est difficile : la complexite´
de l’e´coulement augmente lorsque le nombre de Reynolds croˆıt, et le caracte`re non line´aire
de l’e´quation devient tre`s proble´matique (grande sensibilite´ aux conditions initiales). Une
simulation correcte demande la repre´sentation de l’e´coulement du fluide a` toute les e´chelles
de l’e´coulement, depuis la plus grande e´chelle L jusqu’a` la plus petite, l’e´chelle de dissipation
visqueuse η. Or, Lη =
L
(ν3/ε)1/4
∽ Re3/4 , avec ε le taux moyen massique de dissipation
visqueuse. Si on raisonne en terme de grilles de re´solutions a` adopter, cela impose en trois
dimensions Re9/4points de grille dans un cube d’areˆtes L. En me´te´orologie et oce´anographie,
on rencontre des nombres de Reynolds de 108 a` 1012, ce qui impose de 1013 a` 1027points !
Une simulation re´solvant toutes les e´chelles dans un volume macroscopique est exclue. C’est
pour cette raison que des approches statistiques ont e´te´ adopte´es, approches base´es sur une
description phe´nome´nologique de la turbulence par Richardson : une cascade d’e´nergie des
grandes e´chelles vers les petites e´chelles, la plus petite e´tant l’e´chelle de dissipation visqueuse,
a` travers une gamme d’e´chelles appele´es inertielles ou` il y a conservation de l’e´nergie. Cette
description ame`ne a` la pre´diction par Kolmogorov (K41) de la fameuse pente en −5/3 du
spectre d’e´nergie, largement ve´rifie´e expe´rimentalement.
Les processus turbulents reposent donc sur des interactions entre les e´chelles. Comme on
l’a dit ci-dessus, il est alors judicieux d’avoir une repre´sentation multie´chelle des phe´nome`nes
pour pouvoir de´crire ces interactions. La transforme´e de Fourier propose une repre´sentation
multie´chelle, si on conside`re que nombre d’onde=e´chelle. [Bouchon 1999] e´tudie l’e´quation de
Burgers, une simplification de Navier-stokes souvent utilise´e comme mode`le de turbulence, a`
l’aide d’une transforme´e de Fourier 3D et propose une se´paration des e´chelles conduisant a` des
me´thodes multi-niveaux [Temam 1996].[Heurtaux et al. 1992] e´tudie cette meˆme e´quation et,
dans la de´composition de l’ope´rateur d’e´volution de Burgers sur une base d’ondelette, e´tudie
le couplage des e´chelles et le transfert d’e´nergie entre elles. Qu’est ce qui fait la diffe´rence
entre ces deux approches ? Ce sont les proprie´te´s des deux outils, transforme´es de Fourier
dans un cas, en ondelettes dans l’autre, et leur ade´quation a` la physique sous-jacente.
D’apre`s [Farge et al. 1996], la transforme´e de Fourier ne convient pas pour deux raisons : la
premie`re est qu’en turbulence pleinement de´veloppe´e, le terme convectif non-line´aire devient
pre´ponde´rant. Or, ce terme est repre´sente´ de manie`re complexe dans l’espace de Fourier par
un produit de convolution, complexe dans le sens ou` un grand nombre de modes de Fourier
sont mis en jeu. L’outil Fourier n’est donc peut-eˆtre pas le plus ade´quat pour repre´senter ce
terme convectif qui dicte l’e´volution, au contraire du terme dissipatif (l’ope´rateur laplacien est
diagonal dans l’espace de Fourier). D’ailleurs [Bouchon 1999] ne re´alise pas le produit (v.▽)v
a` l’aide d’une convolution (car en dimension 3 une convolution couˆte beaucoup d’ope´rations),
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mais dans l’espace physique a` l’aide d’aller-retour (me´thode pseudospectrale [Canuto et al.
1988]).
La seconde raison est que la solution de l’e´quation de Navier stokes posse`de une struc-
ture spatiale tre`s intermittente, celle de l’e´coulement. Cette structure est le re´sultat d’une
succession d’interactions non line´aires entre des structures cohe´rentes de tailles diffe´rentes
forme´es d’un ou plusieurs tourbillons. La repre´sentation de ces structures cohe´rentes implique
une localisation spatiale du champ de vorticite´. La description de Richardson est donc loin
de la re´alite´ : les cascades d’e´nergie ne vont pas simplement des grandes vers les petites
e´chelles : les tourbillons interagissent entre eux pour en former de plus larges, provoquant un
transfert d’e´nergie vers les grandes e´chelles. Ainsi on parle de diffusion arrie`re d’e´nergie
[Leith 1990], et pas de cascade inverse d’e´nergie car il n’y a pas de phe´nome´nologie associe´e.
Il faut donc e´tudier de nouvelles repre´sentations multie´chelles pour la solution de l’e´quation
qui soient mieux adapte´es a` la structure spatiale tre`s intermittente de l’e´coulement. La trans-
forme´e en ondelettes est un bon outil pour de´crire de telles structures, localise´es a` la fois
en espace et en e´chelle, au moyen d’une repre´sentation e´conomique [Charton 1996]. [Farge
et al. 1996] utilise les ondelettes pour se´parer ces structures du reste de l’e´coulement. [Farge
et al. 1999] pre´sente la transforme´e en ondelettes comme un outil ade´quat, pas seulement
pour analyser et interpre´ter les re´sultats expe´rimentaux, mais aussi pour tenter d’envisager
une the´orie statistique de la turbulence qui soit plus satisfaisante. Cet outil permet de de´finir
de nouvelles me´thodes nume´riques plus adapte´es [Liandrat and Tchamitchian 1990][Charton
and Perrier 1996][Fro¨hlich and Schneider 1997][Dahmen and Schneider 1999], en particulier
les me´thodes de Galerkin-ondelette qui sont utilise´es et exploite´es dans ce pre´sent travail.
2.2.2 Me´thode de Galerkin-Ondelette
Les me´thodes spectrales base´es sur l’utilisation de bases multire´solutions de type ondelette
consistent a` projeter l’e´quation dans un espace multire´solution, a` repre´senter la solution f
par ses coefficients d’e´chelle et d’ondelettes. Si des termes non-line´aires ou des termes de´rive´es
a` diffe´rents ordres apparaissent (respectivement le terme d’advection et le terme diffusif dans
l’e´quation de Navier-stokes), deux solutions sont possibles : soit re´aliser les ope´rations produit
ou diffe´rentiation dans l’espace initial de la solution, ce qui implique des allers et retours d’un
espace vers l’autre – la recomposition de la solution a` partir de ces coefficients d’ondelettes
pour re´aliser dans l’espace initial les ope´rations, puis a` nouveau la repre´sentation de la solution
par ses coefficients d’ondelettes, et ceci a` chaque pas de temps du calcul ; soit repre´senter ces
termes dans l’espace de projection.
La premie`re me´thode est appele´e me´thode pseudospectrale, ou de collocation [Vasilyev
et al. 1998]. Par exemple dans le cas du produit de deux fonctions, le produit est re´alise´ sur
les points de grille appele´s points de collocation. La consomnation en temps de calcul des
allers et retours entre les espaces sera un point sensible de cette me´thode.
La deuxie`me me´thode consiste a` re´soudre entie`rement l’e´quation dans l’espace de ces coef-
ficients ; c’est une “vraie” me´thode de Galerkin – appele´e me´thode de Galerkin-Ondelette.
Ce n’est qu’en fin de calcul que l’on recompose la solution a` partir des coefficients d’e´chelles
et d’ondelettes solutions de l’e´quation projete´e dans leur espace. Le traitement des termes
produit, de´rive´e, etc ., fait apparaˆıtre des coefficients appele´s coefficients de connexion
[Perrier and Wickerhauser 1999][Resnikoff and Wells. 1998] qui relient les coefficients des
diffe´rents termes aux coefficients de la solution. Cette deuxie`me me´thode a e´te´ retenue ici
pour e´tudier l’e´quation qui de´crit le transfert radiatif en milieu he´te´roge`ne.
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2.2.2.1 Application a` l’Equation du Transfert Radiatif
L’Equation du Transfert Radiatif, pre´sente´e en de´tail au chapitre 3, s’e´crit
~Ω · ∇N
(
~r, ~Ω
)
= −α (~r)
[
N
(
~r, ~Ω
)
− J
(
~r, ~Ω
)]
(2.37)
J
(
~r, ~Ω
)
=
ω˜o(~r)
4π
∫
4π
P
(
~r, ~Ω, ~Ω′
)
N
(
~r, ~Ω′
)
dω~Ω′+ [1− ω˜o (~r)]B (~r) (2.38)
L’interaction entre le champ de rayonnement et le champ nuageux est de´crite par le terme α.N
avec N une grandeur radiative, la radiance, et α le coefficient d’extinction, caracte´ristique
de l’interception du rayonnement par le milieu, ici un nuage compose´ de gouttelettes d’eau.
J
(
~r, ~Ω
)
est un terme source, conse´quence des sources diffusives dans le nuage (terme inte´gral),
et de l’e´mission propre du milieu (B (~r)), fonction de sa tempe´rature thermodynamique. Le
coefficient d’extinction α quantifie combien le milieu intercepte le rayonnement, l’albe´do de
diffusion simple ω˜o quantifie la part de rayonnement absorbe´ par le milieu et la part de rayon-
nement diffuse´ – redistribue´ – dans diffe´rentes directions, la fonction de phase P
(
~r, ~Ω, ~Ω′
)
de´finit comment le rayonnement est redistribue´.
Comme on l’a vu au chapitre introductif, la difficulte´ du transfert radiatif en milieu
he´te´roge`ne tient a` la prise en compte et a` la repre´sentation des interactions entre les e´chelles
des he´te´roge´ne´ite´s. Quelles e´chelles des he´te´roge´ne´ite´s des proprie´te´s optiques du milieu ont
un effet radiatif significatif a` une e´chelle plus grossie`re ? Et est-ce important pour le proble`me
direct, le proble`me inverse ? Pour re´pondre a` ces questions, il faut avoir une vision multie´chelle
des phe´nome`nes, pour pouvoir quantifier l’effet de chacune des e´chelles. Le deuxie`me point
important qui a e´te´ souligne´ est l’importance du flux radiatif net horizontal, flux conditionne´
par les gradients locaux des quantite´s repre´sentant les proprie´te´s optiques du milieu. La non
prise de ce flux net horizontal fait que des calculs de type IPA sont biaise´s a` petite e´chelle.
Les processus physiques a` l’oeuvre pre´sentent donc des interactions locales entre
e´chelles. Ici aussi, l’analyse multire´solution semble plus approprie´e que l’analyse de Fou-
rier pour repre´senter ces processus de transfert radiatif : l’AMR fournit une information
multie´chelle sur la variabilite´ des proprie´te´s optiques du champ nuageux et cette informa-
tion garde On va voir au chapitre suivant que ces interactions locales entre e´chelles sont
repre´sente´es par les coefficients de connexion.
L’ETR est une e´quation complexe : c’est une e´quation inte´gro-diffe´rentielle a` cause
de la pre´sence du terme source diffusif ; elle est line´aire a` coefficients variables lorsque
le milieu est he´te´roge`ne ; ses conditions aux limites sont non classiques en physique et dans
le cadre de l’e´tude des edp. Classiquement, on de´compose le gradient ∇N en une partie
horizontale et une partie verticale : l’e´quation s’apparente alors a` une e´quation d’e´volution
un peu particulie`re, ou` la coordonne´e z joue le roˆle du temps t : on suit en quelque sorte
le devenir des photons au cours de leur interception par le milieu. Si le nuage est e´claire´
par le haut, la condition a` la limite basse du nuage sera connue apre`s avoir fait traverse´ les
photons, et la multiplicite´ de la diffusion aura pour conse´quence des conditions aux limites
pour chaque ordre de diffusion. Si on suppose que la fonction de phase P
(
~r, ~Ω, ~Ω′
)
et l’albe´do
de diffusion simple ω˜o(~r) sont homoge`nes, cette e´quation est re´soluble par une me´thode de
Galerkin-ondelette faisant apparaˆıtre des coefficients de connexion pour traiter les termes
α.N et
∂N
∂x
.
2.2.2.1.1 Coefficients de connexion
Pre´cisons tout d’abord quelques notations.
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Ψi repre´sente une fonction de la base multire´solution. Quand Ψi est une fonction d’e´chelle,∑
i
signifie
2J−1∑
k=0
. Quand Ψi est une ondelette,
∑
i
signifie
L−1∑
j=J
2j−1∑
k=0
. On peut donc e´crire ainsi la
de´composition en ondelettes d’une fonction f :
f(x) =
∑
1
〈f, ϕ1〉ϕ1(x) +
∑
1
〈f, ψ1〉ψ1(x) (2.39)
Allons vers une e´criture matricielle de l’e´quation 2.39. Si on note les vecteurs −→ϕJ =
ϕJ,O
ϕJ,1
...
ϕJ,2J−1
, −→ψj =

ψj,O
ψj,1
...
ψj,2j−1
 pour j = J, ..., L − 1 et −−−→ΨL−1 =

−→
ψJ−−−→
ψJ+1
...−−−→
ψL−1
, alors
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
repre´sente la matrice des vecteurs de la base multire´solution de Lp(IR). Si on
note les vecteurs
−→
fϕJ =

〈
f, ϕJ,0
〉〈
f, ϕJ,1
〉
...〈
f, ϕJ,2J−1
〉
, −→fψj =

〈f,ψj,0〉〈
f, ψj,1
〉
...〈
f, ψj,2j−1
〉
 pour j = J, ..., L − 1 et
−−→
fΨL−1 =

−→
fψJ−−→
fψJ+1
...−−→
fψL−1
, alors on peut avoir une e´criture matricielle de l’e´quation 2.39 :
f(x) =
 −→fϕJ−→
fψj
t .( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
(2.40)
avec (M)t la transpose´e de la matrice M.
Traitement du terme produit
Ecrivons le coefficient (d’e´chelle ou d’ondelette) 〈fg,Ψ3〉 du produit f.g :
〈fg, Ψ3〉 =
+∞∫
−∞
f (x) g (x) Ψ3(x)dx
=
+∞∫
−∞
(∑
1
〈f, ϕ1〉ϕ1(x) +
∑
1
〈f, ψ1〉ψ1(x)
)(∑
2
〈g, ϕ2〉ϕ2(x) +
∑
1
〈g, ψ2〉ψ2(x)
)
Ψ3 (x) dx
=
∑
1
∑
2
〈f, ϕ1〉 〈g, ϕ2〉
+∞∫
−∞
ϕ1 (x) ϕ2 (x) .Ψ3 (x) dx +
∑
1
∑
2
〈f, ϕ1〉 〈g,ψ2〉
+∞∫
−∞
ϕ1 (x) ψ2 (x) .Ψ3 (x) dx
(2.41)
+
∑
1
∑
2
〈f, ψ1〉 〈g, ϕ2〉
+∞∫
−∞
ψ1 (x) ϕ2 (x) .Ψ3 (x) dx +
∑
1
∑
2
〈f,ψ1〉 〈g,ψ2〉
+∞∫
−∞
ψ1 (x) ψ2 (x) .Ψ3 (x) dx
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Il apparaˆıt les coefficients de connexion pour le produit de deux fonctions [Perrier and
Wickerhauser 1999] :
TΨ1,Ψ2,Ψ3 =
+∞∫
−∞
Ψ1(x)Ψ2(x)Ψ3(x)dx, (2.42)
avec Ψi soit une fonction d’e´chelle soit une ondelette, qu’on appelle coefficient de connexion
d’interaction. D’ou`
〈fg,Ψ3〉 =
∑
1
∑
2
∑
2
〈f, ϕ1〉 〈g, ϕ2〉Tϕ1,ϕ2,Ψ3 +
∑
1
∑
2
〈f, ϕ1〉 〈g,ψ2〉Tϕ1,ψ2,Ψ3
+
∑
1
∑
2
〈f,ψ1〉 〈g, ϕ2〉Tψ1,ϕ2,Ψ3 +
∑
1
∑
2
〈f,ψ1〉 〈g,ψ2〉Tψ1,ψ2,Ψ3 (2.43)
ou encore :
〈fg,Ψ3〉 =
∑
Ψ1
∑
Ψ2
〈f,Ψ1〉 〈g,Ψ2〉TΨ1,Ψ2,Ψ3 , (2.44)
le symbole
∑
Ψi
signifiant qu’on fait la somme sur toutes les fonctions d’e´chelle et ondelettes.{
TΨ1,Ψ2,Ψ3 , avec Ψ3 ∈
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)}
est appele´ le tenseur d’interaction. Il est d’ordre 3
et pour une AMR pe´riodique de´finie a` partir de 2L points, il est de taille 2L ∗ 2L ∗ 2L. Ce
tenseur d’interaction est e´tudie´ au chapitre 3 pour les AMR de Haar et de Meyer. Il y sera
donne´ une interpre´tation physique des interactions propose´es par les coefficients de connexion
d’interaction. On donne dans l’annexe B les proprie´te´s de ce tenseur.
En se´parant les coefficients d’e´chelle et d’ondelettes des fonctions f , g, et fg, on peut
donner une e´criture matricielle de ce terme en se´parant, pour une fonction Ψ3, le tenseur de
connexion en 4 matrices :
〈fg,Ψ3〉 =
( −→
fϕJ−−→
fΨL−1
)t
.
(
T J,J j3k3 T
J,L−1 j3
k3
T L−1,J j3k3 T
L−1,L−1 j3
k3
)( −→
gϕJ−−→
gψL−1
)
(2.45)
(
T J,J j3k3 T
J,L−1 j3
k3
T L−1,J j3k3 T
L−1,L−1 j3
k3
)
est une matrice de taille 2L ∗ 2L avec :
– T J,J j3k3 =
(
TϕJ,k1 ,ϕJ,k2 ,Ψ3
)
et
0 ≤ k1 ≤ 2J − 1
0 ≤ k2 ≤ 2J − 1 ,
– T L−1,J j3k3 =

TψJ ,ϕJ j3k3
TψJ+1,ϕJ j3k3
...
TψL−1,ϕJ j3k3
 avec Tψj1 ,ϕJ j3k3 = (Tψj1,k1 ,ϕJ,k2 ,Ψ3) et
{
0 ≤ k1 ≤ 2j1 − 1
0 ≤ k2 ≤ 2J − 1 ,
pour J ≤ j ≤ L− 1,
– T J,L−1 j3k3 =
(
T L−1,J j3k3
)t
,
– T L−1,L−1 j3k3 =

TψJ ,ψJ j3k3 T
ψJ ,ψJ+1 j3
k3
... TψJ ,ψL−1 j3k3
TψJ+1,ψJ j3k3 T
ψJ+1,ψJ+1 j3
k3
... TψJ+1,ψL−1 j3k3
... ... ... ...
TψL−1,ψJ j3k3 T
ψL−1,ψJ+1 j3
k3
... TψL−1,ψL−1 j3k3

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avec Tψj1 ,ψj2 j3k3 =
(
Tψj1,k1 ,ψj2,k2 ,Ψ3
)
et
{
0 ≤ k1 ≤ 2j1 − 1
0 ≤ k2 ≤ 2j2 − 1 , pour j1 et j2 dans [J, L− 1].
Cette se´paration pourra eˆtre utile quand on e´crira l’e´quation du transfert radiatif a` l’e´chelle
du pixel et du sous-pixel (3.8).
Traitement du terme de´rive´e
Projetons une fonction de´rive´e f ′(x) sur un espace multire´solution :
f ′(x) =
∑
1
〈
f ′, ϕ1
〉
ϕ1(x) +
∑
1
〈
f ′, ψ1
〉
ψ1(x) (2.46)
ou sous forme matricielle :
f ′(x) =

−−→
∂f
∂x
ϕ
J−−−−→
∂f
∂x
Ψ
L−1

′
.
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
(2.47)
Ecrivons le coefficient d’ondelette du terme de´rive´e
∂N
∂x
: pour Ψ3 ∈
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
,
〈
∂N
∂x
,Ψ3
〉
=
∫
Dx
∂N
∂x
Ψ3(x)dx
=
∫
Dx
[∑
1
〈N,ϕ1〉ϕ′1 (x) +
∑
1
〈N,ψ1〉ψ′1 (x)
]
Ψ3(x)dx
=
∑
1
〈N,ϕ1〉
∫
Dx
ϕ′1 (x)Ψ3(x)dx+
∑
1
〈N,ψ1〉
∫
Dx
ψ′1 (x)Ψ3(x)dx (2.48)
Il apparaˆıt les coefficients de connexion :
〈δΨ1,Ψ3〉 =
∫
Dx
Ψ′1(x))Ψ3(x)
avec Ψi soit une fonction d’e´chelle soit une ondelette, qu’on appellera coefficient de connexion
de diffe´rentiation du premier ordre, ou coefficient de connexion de´rive´e. Donc :
〈
∂N
∂x
,Ψ3
〉
=
∑
1
〈N,ϕ1〉 〈δϕ1,Ψ3〉+
∑
1
〈N,ψ1〉 〈δψ1,Ψ3〉 (2.49)
ou encore
〈
∂N
∂x
,Ψ3
〉
=
∑
Ψ1
〈
N,Ψ1
〉 〈δΨ1,Ψ3〉 . (2.50)
〈δΨ1,Ψ3〉 est la matrice de coefficients de diffe´rentiation, de taille 2L ∗ 2L.
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〈δΨ1,Ψ3〉 =

〈∂ϕJ,0, ϕJ,0〉 〈∂ϕJ,1, ϕJ,0〉 ... 〈∂ψj,k, ϕJ,0〉 ...
〈
∂ψL−1,2L−1−1, ϕJ,0
〉
〈∂ϕJ,0, ϕJ,1〉 〈∂ϕJ,1, ϕJ,1〉 ... 〈∂ψj,k, ϕJ,1〉 ...
〈
∂ψL−1,2L−1−1, ϕJ,1
〉
. . . . . .
〈∂ϕJ,0, ψj,k〉 〈∂ϕJ,1, ψj,k〉 ... 〈∂ψj,k, ψj,k〉 ...
〈
∂ψL−1,2L−1−1, ψj,k
〉
. . . . . .〈
∂ϕJ,0, ψL−1,2L−1−1
〉 〈
∂ϕJ,1, ψL−1,2L−1−1
〉
...
〈
∂ψj,k, ψL−1,2L−1−1
〉
...
〈
∂ψL−1,2L−1−1, ψL−1,2L−1−1
〉

(2.51)
D’ou`, sous forme matricielle :
−−→
∂f
∂x
ϕ
J−−−−→
∂f
∂x
Ψ
L−1
 = 〈δΨ1,Ψ3〉
( −→
fϕJ−−→
fΨL−1
)
(2.52)
et
f ′(x) =
(
〈δΨ1,Ψ3〉
( −→
fϕJ−−→
fΨL−1
))t
.
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
(2.53)
i.e. f ′(x) =
( −→
fϕJ−−→
fΨL−1
)t
〈δΨ1,Ψ3〉t
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
. (2.54)
La matrice de coefficients de diffe´rentiation 〈δΨ1,Ψ3〉 donne une repre´sentation standard
[Goedecker 1998] de l’ope´rateur de de´rivation au premier ordre. Cette matrice des coefficients
de diffe´rentiation sera e´tudie´e et repre´sente´e au chapitre 3 pour les AMR de Haar et de Meyer,
et pour une AMR hybride note´e “HM”, conc¸ue a` partir des AMR de Haar et de Meyer.
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Chapitre 3
Analyse en ondelettes de l’Equation
du Transfert Radiatif
Dans ce chapitre, nous pre´sentons le coeur de ce travail de the`se et notre approche :
l’analyse multire´solution de l’Equation du Transfert Radiatif – e´quation appele´e par la suite
ETR. Cette e´quation inte´grodiffe´rentielle est complexe et complique´e a` re´soudre dans le cas
ou` le milieu est he´te´roge`ne. Le champ de radiances – note´es N , inconnues de l’e´quation,
de´pend en dimension trois de cinq variables inde´pendantes : trois de position et deux angu-
laires. La se´paration des variables est re´alise´e graˆce a` la transformation de l’ETR par des
de´veloppements en se´ries orthogonales des diffe´rents termes de l’e´quation, de´veloppement
classique en transfert radiatif comme l’utilisation de polynoˆmes de Legendre et de se´ries de
Fourier (nous reprenons ici les transformations propose´es dans [Stephens 1986]), et novateur
dans cette discipline pour l’utilisation de bases d’ondelettes. Cette dernie`re transformation
permet de de´crire les he´te´roge´ne´ite´s des champs interagissants au moyen d’ondelettes, de
de´composer l’interaction globale du champ de rayonnement et du milieu en interactions entre
les fluctuations e´le´mentaires des deux champs, celles-ci e´tant de´finies par le choix de l’AMR
retenue. Cette me´thode de Galerkin-ondelette conduit a` une nouvelle formulation de l’ETR
faisant apparaˆıtre des coefficients de connexion de´ja` introduits au paragraphe 2.2.2.1 ;
tout notre travail est base´ sur cette formulation et ces coefficients de connexion.
Le chapitre est organise´ comme suit : la section 3.1 de´finit les grandeurs radiatives que
nous manipulons et les notations adopte´es. Les trois sections suivantes introduisent l’ETR
(section 3.2) et les techniques classiques – directement issues des travaux de [Stephens 1986]
et [Stephens 1988a] – utilise´es ici comme premie`re e´tape de re´solution et de traitement de
l’ETR : la me´thode des ordres successifs de diffusion (section 3.3), la transformation azimutale
de l’ETR (section 3.4). Dans la section 3.5, nous appliquons la me´thode de Garlerkin-ondelette
a` l’ETR, et proposons ainsi une formulation multire´solution de l’ETR faisant apparaˆıtre des
coefficients de connexion, que nous e´tudions dans la section 3.6. Nous de´taillons finement
l’information contenue dans ces coefficients en adoptant un double point de vue physique et
fre´quentiel, points de vue permis par l’outil multire´solution et l’utilisation de diffe´rentes AMR.
Cette e´tude conduira a` une premie`re analyse multire´solution des interactions entre le champ
de rayonnement et le milieu (section 3.7). La nouvelle formulation multire´solution de l’ETR
permet de de´crire formellement le transfert radiatif a` l’e´chelle de pixels d’approximation,
avec la prise en compte – comme source interne additionnelle a` l’e´chelle de ces pixels –
de la contribution des fluctuations sous-pixel des proprie´te´s optiques du milieu. La section
3.8 contient cette formalisation mulitre´solution du proble`me du transfert radiatif en milieu
he´te´roge`ne.
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3.1 De´finitions et notations
Nous de´finissons ici les quantite´s radiatives que nous manipulons – l’e´nergie radiative, le
flux radiatif (net), et la radiance, puis les proprie´te´s optiques du milieu.
3.1.1 Quantite´s radiatives
Dans la suite, on ne parlera que de quantite´s radiatives monochromatiques, c’est-a`-dire
associe´es a` des rayonnement e´lectromagne´tiques localise´s fre´quentiellement (fre´quence com-
prise entre ν et dν). Les unite´s qui suivent ne comportent donc jamais le symbole Hz−1 pour
dire “par largeur de spectres fre´quentiels e´le´mentaires”.
On conside`re tout d’abord l’e´nergie radiative note´e d2E (en Joules) qui traverse pendant
un temps dt un e´le´ment de surface dA, en une certaine position repe´re´e par −→r et d’orientation
repe´re´e par la normale −→n (voir figure 3.1). Cette e´nergie radiative est porte´e par des faisceaux
(rayons) angulaires incohe´rents se de´plac¸ant dans une infinite´ de directions. Etant incohe´rents,
c’est a` dire n’interagissant pas entre eux, on peut traiter ces faisceaux se´pare´ment.
ϑ Ω





 ω
Fig. 3.1 – L’e´nergie radiative traverse un e´le´ment de surface dA de normale n dans la direction
Ω.
On de´finit le flux d’e´nergie radiative F (en W.m−2) comme l’e´nergie ramene´e a` une surface
et un intervalle de temps e´le´mentaires : F =d2E/dA/dt. On de´finit e´galement le flux net
d’e´nergie radiative : le flux est compte´ positivement quand le sens de traverse´e de la surface
correspond au sens fixe´ pour la normale a` la surface −→n , et ne´ghativement sinon. Si le champ
de rayonnement est isotrope en ce point, le flux net est donc nul.
Ce flux ne porte que peu d’informations sur la de´pendance directionnelle des flux radia-
tifs. Une description angulaire plus pre´cise des flux d’e´nergie radiative est ne´cessaire, parti-
culie`rement pour les applications en te´le´de´tection : la distribution du flux d’e´nergie dans les
directions couvrant la sphe`re unitaire. On fait alors appel a` la description de l’e´nergie d3E
contenue dans un angle solide dω et se propageant dans une direction ~Ω (voir figure 3.1). On
en arrive a` la grandeur radiative que nous allons manipuler par la suite, la fonction radiance
monochromatique et non polarise´e N
(
~r, ~Ω
)
(radiance pre´fe´re´e a` luminance terme trop ex-
clusivement franc¸ais, et intensite´, terme tre`s utilise´ e´galement par les anglo-saxons mais trop
commun), qui est l’e´nergie passant a` travers une surface e´le´mentaire, par unite´ de temps, et
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contenue dans un angle solide e´le´mentaire, se propageant dans une direction ~Ω. L’angle entre
~Ω et −→n est note´ ϑ. On a :
N
(
~r, ~Ω
)
=
d3E
cosϑdAdtdω
en W.m−2.sr−1 (3.1)
~Ω est repe´re´e par les deux angles θ et φ, respectivement ze´nithal et azimutal (fig. 3.2) :
~Ω = η cosφ~i+ η sinφ ~j + µ ~k avec µ = cos θ et η = sin θ. (3.2)
Ω

φ
θ






µ >
µ <


Fig. 3.2 – Conventions angulaires
Si la radiance est, en chaque point, inde´pendante de la direction, on dit qu’elle est isotrope.
Si elle est inde´pendante de la position, on dit qu’elle est homoge`ne.
3.1.2 Proprie´te´s radiatives du milieu
Les proprie´te´s radiatives suivantes de´finissent combien et comment un volume e´le´mentaire
intercepte le rayonnement et le diffuse dans d’autres directions :
– le coefficient d’extinction α(~r) au point de coordonne´es ~r, en m−1. Ce coefficient de´finit
combien le milieu intercepte le rayonnement.
α =
∑
i
SiQ
i
effNi (3.3)
ou` :
– Si est la section droite de la particule interceptante d’indice i ; si la particule est de
section circulaire de rayon ri, alors Si = πr
2
i ;
– Qieff le coefficient d’efficacite´ d’interception ;
– Ni la concentration (nombre/m
3) des particules indice´es i.
Qieff de´pend du parame`tre de taille 2πri/λ avec λ longueur d’onde du rayonnement.
Il prend en compte la diffusion et la diffraction du rayonnement par les particules. Le
coefficient d’extinction α est la somme de deux coefficients ; le coefficient d’absorption
a et de diffusion s : α(~r) = a(~r) + s(~r).
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– l’albe´do de diffusion simple : ω˜o(~r) au point de coordonne´es ~r.
ω˜o(~r) =
s(~r)
α(~r)
(3.4)
Il de´finit combien un volume e´le´mentaire diffuse le rayonnement qu’il intercepte, e´le´mentaire
dans le sens ou` l’on compte dans ce volume une seule diffusion par les particules. Si
ω˜o(~r) = 1, le milieu est purement diffusif et non-absorbant.
– la fonction de phase normalise´e : P (~r, ~Ω, ~Ω′). Elle de´finit la probabilite´ qu’au point de
coordonne´es ~r, le rayonnement incident de direction ~Ω′ soit diffuse´ dans la direction ~Ω.
Par de´finition donc,
1
4π
∫
4π
P (~r, ~Ω, ~Ω′)dω~Ω′ = 1 (3.5)
– le facteur d’asyme´trie g :
g =
1
2π
∫
4π
cos(θ).P (~r, ~Ω, ~Ω′)dω~Ω′ (3.6)
g indique si la diffusion est plutoˆt avant (1 ≥ g > 0), arrie`re (−1 ≤ g < 0) ou isotrope
(g = 0).
Enfin, l’e´mission propre du milieu, fonction de sa tempe´rature thermodynamique, est
repre´sente´e par la fonction de Planck B (~r), et B (~r) = f(T (~r) , λ).
On de´finit commune´ment l’e´paisseur du milieu d’un point de vue optique par un nombre
sans dimension τ appele´ e´paisseur optique. Le long d’un chemin s :
dτ(s) = α(s)ds et τ(L) =
L∫
0
α(s)ds. (3.7)
Pour des calculs radiatifs simples (nuages homoge`ne), τ est une des variables de l’ETR. On
de´finit alors l’e´paisseur optique d’une couche nuageuse, d’e´paisseur ge´ome´trique H, par :
τ = α.H. (3.8)
En e´crivant τ = α.H = H/(1/α), on assimile τ a` la distance H normalise´e par 1/α. 1/α est
vu comme le libre parcours moyen des photons, distance moyenne que parcourt un photon
entre deux rencontres avec les particules. τ correspond alors aux nombres d’interaction subit
par un photon s’il traversait en ligne droite le nuage.
3.2 Equation du Transfert Radiatif (ETR)
3.2.1 Bilan radiatif dans un e´le´ment de volume
Reprenons ici et temporairement les notations de [Lenoble 1993]. Conside´rons une fonction
radiance monochromatique et non polarise´e N (M,−→s ) au point M , se propageant dans une
direction −→s , dans un milieu caracte´rise´ par son coefficient d’extinction α, l’albe´do de diffusion
simple ω˜o et sa fonction de phase P
(
~Ω, ~Ω′
)
. α, ω˜o et P
(
~Ω, ~Ω′
)
de´pendent ge´ne´ralement de
la position M .
La variation de la radiance sur une longueur ds suivant une direction −→s s’exprime par
dN
ds .ds (fig. 3.3). Le flux d’e´nergie radiative entrant dans un e´le´ment de volume dΣds centre´
au point M par unite´ de temps et dans un angle solide dω est
F1 = N (M,
−→s ) dΣdω (3.9)
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Fig. 3.3 – Etablissement de l’ETR
Le flux d’e´nergie radiative quittant cet e´le´ment de volume est
F2 =
(
N (M,−→s ) + dN (M,
−→s )
ds
.ds
)
dΣdω. (3.10)
Qu’est ce qui est responsable de la diffe´rence de flux F2−F1 ? C’est d’abord le flux d’e´nergie
radiative perdue sur la longueur ds par extinction (absorption+diffusion). Selon la loi d’ex-
tinction,
F3 = −α(M)N (M,−→s ) dΣdωds. (3.11)
Paralle`lement, de l’e´nergie radiative est gagne´e sur la longueur ds par deux processus : la
diffusion du rayonnement venant d’autres directions
−→
s′ vers la direction −→s , et l’e´mission
thermique du milieu lui-meˆme. Ces deux contributions sont proportionnelles a` dω, et au
volume dΣds. Ce gain d’e´nergie est
F4 = α(M)J
(
M, ~Ω
)
dΣdωds. (3.12)
La conservation de l’e´nergie conduit a` :
F2 − F1 = F4 + F3 (3.13)
d’ou`
dN (M,−→s )
ds
= −α(M)
(
N (M,−→s )− J
(
M, ~Ω
))
(3.14)
3.2.2 Equation ge´ne´rale du transfert radiatif
En reprenant ici les notations de [Stephens 1988a], l’Equation ge´ne´rale du transfert radiatif
pour une fonction radiance monochromatique et non polarise´e s’exprime comme :
~Ω · ∇N
(
~r, ~Ω
)
= −α (~r)
[
N
(
~r, ~Ω
)
− J
(
~r, ~Ω
)]
(3.15)
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avec
J
(
~r, ~Ω
)
=
ω˜o(~r)
4π
∫
4π
P
(
~r, ~Ω, ~Ω′
)
N
(
~r, ~Ω′
)
dω~Ω′ + [1− ω˜o (~r)]B (~r) (3.16)
et
~Ω · ∇ = η cosφ ∂
∂x
+ sinφ
∂
∂y
+ µ
∂
∂z
. (3.17)
N
(
~r, ~Ω
)
est la fonction radiance et J
(
~r, ~Ω
)
la fonction source le long d’un vecteur unite´
directionnel ~Ω au point ~r. α (~r) de´signe le coefficient d’extinction au point ~r , qu’on suppose
inde´pendant de la direction du rayonnement incident.
L’e´quation 3.15 est l’e´quation ge´ne´rale du transfert radiatif 3D pour un milieu turbide,
c’est a` dire un milieu ou` les particules interceptant le rayonnement (gouttelettes d’eau dans le
cas de nuages, (gaz de) feuilles dans le cas de couvert ve´ge´tal) sont suffisamment e´loigne´es les
unes des autres pour conside´rer que les proprie´te´s optiques d’une particule sont inchange´es
quel que soit le voisinage de cette particule (pas de phe´nome`nes d’ombrage). Cette e´quation
avec ses conditions aux limites de´finit comple`tement le champ de radiance dans le milieu.
Il est important de remarquer que l’e´quation 3.15 est valable pour un volume suffisamment
e´le´mentaire dans lequel la diffusion est simple.
3.2.3 Conditions aux limites
Un milieu qui a une extension infinie en x et y requiert la donne´e des conditions aux limites
au sommet et a` la base de ce milieu. Si on s’inte´resse au rayonnement visible, l’e´clairement
solaire donne la condition au sommet du nuage. On connaˆıt donc l’e´nergie entrant dans le
milieu par le haut.
La condition limite basse en revanche n’est pas la donne´e d’une e´nergie entrante. Ce qui est
donne´, c’est la proprie´te´ de re´flectivite´ de la surface sous-jacente du milieu : la base du milieu
est atteinte par un rayonnement incident, et une partie de ce rayonnement est re´fle´chie donc
rediffuse´e dans d’autres directions entrant dans le nuage. On ne connaˆıtra l’e´nergie entrant
dans le milieu par le bas que lorqu’on connaˆıtra le rayonnement incident sur la surface sous-
jacente du milieu.
La proprie´te´ de re´flexion de la surface terrestre sous-jacente sera de´finie par la donne´e
de sa fonction de distribution de la re´flectance bidirectionnelle (BRDF), ou le rapport de la
radiance re´fle´chie dI+r (
~Ω) dans un angle solide dω et autour d’une direction particulie`re ~Ω sur
l’e´nergie du rayonnement incident I−(~Ω′) compris dans un angle solide dω′et de direction ~Ω′ :
R(−~Ω′, ~Ω) = dI
+
r (~Ω)
I−(~Ω′) cos θ
′
dω′
(3.18)
L’intensite´ totale re´fle´chie dans la direction ~Ω est alors :
I+r (~Ω) =
∫
dI+r (~Ω) =
∫
−
cos θ
′
R(−~Ω′, ~Ω)I−(~Ω′)dω′ (3.19)
Le symbole
∫
−
signifie que l’on fait l’inte´gration de toutes les radiances descendantes.
Les proprie´te´s de re´flexion extreˆmes qu’on peut rencontrer sont les re´flectivite´s pure-
ment diffuse (lambertienne) et purement spe´culaire, la premie`re e´tant rencontre´e pour des
irre´gularite´s microscopiques de surface (exemple de la neige ; dans ce cas : R(−~Ω′, ~Ω) =
constante), la seconde pour des surfaces parfaitement lisses (surface oce´anique au repos).
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3.2.4 Champ direct et diffus
La fonction radiance se de´compose en une composante solaire “quasi-paralle`le”Ndir
(
~r, ~Ω
)
et une composante diffuse Ndif
(
~r, ~Ω
)
[Goody 1964] :
N
(
~r, ~Ω
)
= Ndir
(
~r, ~Ω
)
+Ndif
(
~r, ~Ω
)
(3.20)
La composante solaire “quasi-paralle`le” est contenue dans un angle solide re´duit, angle
sous lequel on voit le Soleil depuis un point de la Terre (32 minutes d’arc soit 6.8 × 10−5
ste´radian). On conside`re que ce rayonnement est collimate´, c’est a` dire que sans interaction,
il n’y a pas de´croissance du flux radiatif long de sa propagation, la section droite du coˆne
contenant le rayonnement e´tant conside´re´e constante. Ainsi :
Ndir
(
~r, ~Ω⊙
)
= Fs(~r)δ(~Ω− ~Ω⊙) (3.21)
Fs est le flux porte´ par un faisceau solaire traversant un plan perpendiculaire a` la direc-
tion solaire ~Ω⊙. δ(~Ω− ~Ω⊙) =δ(φ− φ⊙)δ(cos θ− cos θ⊙) est une fonction Dirac 2D. Suivant la
de´finition mathe´matique de la fonction Dirac, la radiance est nulle sauf dans la direction ~Ω⊙
ou` elle est infinie. L’e´quation 3.20 a du sens seulement lorsqu’on l’inte`gre sur un certain angle
solide.
En combinant les e´quations 3.15 et 3.20, on obtient :
~Ω · ∇Ndir
(
~r, ~Ω⊙
)
+ ~Ω · ∇Ndif
(
~r, ~Ω
)
= −α (~r)
[
Ndir
(
~r, ~Ω⊙
)
+Ndif
(
~r, ~Ω
)]
(3.22)
+
ω˜o(~r)α (~r)
4π
∫
4π
P
(
~r, ~Ω, ~Ω′
) [
Ndir
(
~r, ~Ω⊙
)
+Ndif
(
~r, ~Ω′
)]
dω
(
~Ω′
)
En inte´grant les deux coˆte´s de l’e´quation 3.22 sur un angle solide δω⊙ autour de la direction
~Ω⊙ et en faisant tendre δω⊙ vers 0, on obtient :
lim
δω⊙→0
 ∫
δω⊙
~Ω · ∇(Ndir
(
~r, ~Ω⊙
)
dω)
 = − lim
δω⊙→0
 ∫
δω⊙
α (~r)Ndir
(
~r, ~Ω⊙
)
Puisque limdω⊙→0
[
Ndir
(
~r, ~Ω
)
dω⊙
]
= Fs(~r) 6= 0 on obtient l’expression du transfert radiatif
pour le faisceau solaire quasi-paralle`le :
~Ω⊙ · ∇Fs(~r) = −α (~r)Fs(~r) (3.23)
et pour le champ de rayonnement diffus :
~Ω · ∇Ndif = −α (~r)Ndif
(
~r, ~Ω
)
+
ω˜o(~r)α (~r)
4π
∫
4π
P
(
~r, ~Ω, ~Ω′
)
Ndif
(
~r, ~Ω′
)
dω
(
~Ω′
)
+
ω˜o(~r)α (~r)
4π
P
(
~r, ~Ω, ~Ω⊙
)
Fs(~r)
(3.24)
ou` le dernier terme du membre de droite est la fonction source due a` la diffusion du rayon-
nement solaire collimate´. Pour un milieu homoge`ne, la solution de l’e´quation 3.23 est triviale
(simplement la loi de Beer) et peut eˆtre incorpore´e a` l’e´quation 3.24. Dans le cas d’un mi-
lieu he´te´roge`ne, l’e´quation 3.23 doit eˆtre re´solue. La se´paration du flux solaire collimate´ et
du flux diffus permet d’utiliser des sche´mas de quadrature pour calculer les sources diffuses∫
4π
P
(
~r, ~Ω, ~Ω′
)
Ndif
(
~r, ~Ω′
)
dω
(
~Ω′
)
.
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3.3 Me´thode des ordres successifs de diffusion
Exprimons maintenant le champ de rayonnement diffus comme la somme de diffusions
successives :
Ndif
(
~r, ~Ω
)
=
∞∑
k=1
Nkdif
(
~r, ~Ω
)
(3.25)
ou` Nkdif
(
~r, ~Ω
)
de´signe la contribution au champ de radiances diffuses du rayonnement diffuse´
k fois. Par la suite, nous abandonnons le sous-indice dif . Malgre´ la lente convergence qu’elle
implique (on verra par la suite (chapitre 5) que trente a` quarante ordres de diffusion sont
ne´cessaires pour faire sortir la plupart des photons d’un nuage typique), la me´thode des ordres
successifs de diffusion est une me´thode possible pour re´soudre l’ETR et elle est approprie´e
pour analyser finement les processus de transfert radiatif [Lenoble 1985]. Le but que nous
nous sommes fixe´ pour cette e´tude est d’analyser le plus finement et le plus physiquement
possible les effets multie´chelles des he´te´roge´ne´ite´s nuageuses sur les processus de transfert
radiatif, a` travers une analyse multire´solution. Dans cette nouvelle vision des choses, il est
inte´ressant de combiner multire´solution et ordres successifs de diffusion. On sait en outre que
l’augmentation de l’ordre de diffusion propose des sources de plus en plus faibles et homoge`nes
et que ceci pourrait eˆtre exploite´ nume´riquement pour acce´le´rer la convergence.
A partir de l’e´quation 3.24, on obtient l’ETR pour le terme d’ordre de diffusion k :
~Ω · ∇Nkdif = −α (~r)Nkdif
(
~r, ~Ω
)
+ (1− δk,1) ω˜o(~r)α(~r)4π
∫
4π
P
(
~r, ~Ω, ~Ω′
)
Nk−1dif
(
~r, ~Ω′
)
dω
(
~Ω′
)
+ δk,1
ω˜o(~r)α (~r)
4π
P
(
~r, ~Ω, ~Ω⊙
)
Fs(~r)
(3.26)
ou` δk,1 est le symbole de Kronecker ( δm,0 =
{
1 si m=0
0 sinon
). Les deux expressions de l’ETR
(3.15+3.16) et 3.26 sont formellement identiques, sauf que la fonction source dans l’e´quation
3.26 est en principe connue explicitement car calcule´e au cours du calcul du champ de ra-
diance d’ordre (k − 1), alors que la fonction source dans l’e´quation 3.15 doit eˆtre estime´e
implicitement. Le transfert radiatif peut donc eˆtre vu comme la cre´ation successive de sources
de diffusion qui s’e´teignent.
Il est remarquable que la condition initiale concernant la direction solaire ~Ω⊙ (condition
de´terminante pour les processus radiatifs conduisant au champ de rayonnement diffus car elle
conditionne le transport des photons, les libres parcours moyens dans le nuage, les phe´nome`nes
d’ombrage, etc. ), ne soit pas explicitement dans l’e´quation 3.26 sauf pour la fonction source
d’ordre 1
ω˜o(~r)α (~r)
4π
P
(
~r, ~Ω, ~Ω⊙
)
Fs(~r). L’effet de l’angle solaire ze´nithal sur le champ diffus
apparaˆıt dans la re´partition des sources dans le nuage.
3.4 Transformation azimutale de l’ETR
Suivant [Stephens 1986] et [Stephens 1988a], on transforme maintenant l’ETR en de´composant
les fonctions en se´ries de Fourier par rapport a` la coordonne´e azimutale, me´thode classique
en transfert radiatif et a` la base de l’approximation a` deux flux. Cela permet de manipuler les
coefficients de Fourier azimutaux du champ de radiances, de´pendant de moins de variables.
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3.4.1 De´composition azimutale en Fourier
La fonction radiance est de´compose´e azimutalement en une se´rie de Fourier ainsi que la
fonction de phase. Il en sera de meˆme pour les conditions aux limites. Cette de´composition est
classiquement utilise´e pour re´soudre l’ETR car elle permet l’inde´pendance des modes azimu-
taux pour des nuages homoge`nes horizontalement (pas de termes de de´rive´es horizontales) et
c’est a` la base de l’approximation a` deux flux. Pour des nuages he´te´roge`nes horizontalement,
ce n’est plus le cas. Il n’y a donc aucun avantage particulier a` utiliser cette de´composition,
excepte´ le fait que c’est une approche traditionnelle. Une autre possibilite´ serait de de´velopper
les radiances et la fonction de phase en utilisant un syste`me multire´solution sur la sphe`re,
comme les ondelettes sphe´riques [Schro¨der and Sweldens 1995]. [Schro¨der and Hanrahan 1994]
appliquent cette me´thode pour repre´senter les fonctions de re´flectance bidirectionnelle dans
la me´thode des radiosite´s. Ce peut eˆtre une direction de travaux futurs.
3.4.1.1 De´composition des radiances
Les radiances sont de´compose´es en 2 (NF + 1) fonctions N
m
c/s (0 6 m 6 NF ) :
N (~r, µ, φ) =
NF∑
m=0
Nmc (~r, µ) cosmφ+
NF∑
m=1
Nms (~r, µ) sinmφ (3.27)
avec :
Nmc (
−→r , µ)
Nms (
−→r , µ) =
1
π (1 + δm,0)
1
π

φ⊙+2π∫
φ⊙
N(−→r , µ, φ) cosmφ
sinmφ
dφ (3.28)
avec δm,0 est le symbole de Kronecker.
En introduisant la fonction radiance diffuse´es a` l’ordre k Nk
(
~r, ~Ω
)
, on obtient les coeffi-
cients de Fourier azimutaux Nk,mc/s
(
~r, ~Ω
)
.
3.4.1.2 De´composition des fonctions du type R(~r,~Ω · ~Ω′)
Puisque l’angle de diffusion Θ peut eˆtre exprime´ par :
~Ω · ~Ω′ = cos Θ = µµ′ + (1− µ2)1/2 (1− µ′2)1/2 cos (φ− φ′) , (3.29)
on peut e´crire :
R(~r,~Ω · ~Ω′) = R(~r,µ, µ′, φ− φ′). (3.30)
Les fonctions de la forme (3.30) sont des fonctions paires en φ sur [φ′, φ′ + 2π] donc
Rms (~r, µ, µ
′) est nul ∀m :
R(~r,~Ω · ~Ω′) =
M∑
m=0
Rmc
(
~r, µ, µ′
)
cos
[
m
(
φ− φ′)] (3.31)
avec Rmc (~r, µ, µ
′) = 1π(1+δm,0)
2π∫
0
R (~r, µ, µ′, φ′′) cos (mφ′′) dφ′′ .
La fonction de phase et la re´flectance de certaines surfaces font partie de cette
famille de fonctions.
En utilisant ce de´veloppement, on obtient la fonction source de premier ordre (diffusion
du flux collimate´) :
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ω˜o(~r)α (~r)
4π
P
(
~r, ~Ω, ~Ω⊙
)
Fs(~r)
=
ω˜o(~r)α (~r)
4π
M∑
m=0
Pm (~r, µ, µ⊙) (cosmφ⊙ cosmφ+ sinmφ⊙ sinmφ)Fs(~r) (3.32)
et d’ordre (k − 1) :
ω˜o(~r)α (~r)
4π
∫
4π
P
(
~r, ~Ω, ~Ω′
)
Nk−1
(
~r, ~Ω′
)
dω~Ω′
=
ω˜o(~r)α (~r)
4
NF∑
m=0

1∫
−1
Pm
(
~r, µ, µ′
)
(1 + δ0,m)N
k−1,
c
m
(
~r, µ′
)
cos (mφ) dµ′
 (3.33)
+
ω˜o(~r)α (~r)
4
NF∑
m=0

1∫
−1
Pm
(
~r, µ, µ′
)
Nk−1,s
m
(
~r, µ′
)
sin (mφ) dµ′

3.4.2 Transformation azimutale de l’Equation du transfert radiatif pour les diffe´rents
ordres de diffusion
L’ETR est de´sormais transforme´e en un syste`me de 2 (NF + 1) e´quations couple´es. L’ope´rateur
gradient peut eˆtre de´compose´ en un gradient horizontal et un gradient vertical. Ainsi, l’ETR
pour le flux collimate´ devient :
µ⊙
∂
∂z
Fs(~r) = −α (~r)Fs(~r)−
(
η⊙ cosφ⊙
∂
∂x
+ η⊙ sinφ⊙
∂
∂y
)
Fs(~r) (3.34)
En substituant les de´compositions azimutales en se´ries de Fourier des radiances aux
diffe´rents ordres de diffusion et des fonctions sources, on obtient de nouvelles e´quations dont
les inconnues sont les coefficients de Fourier azimutaux du champ de radiances.
µ
∂
∂z
Nk,c
m (~r, µ) = −α (~r)Nk,c m (~r, µ)−
η
2 (1 + δm,0)
NF∑
m′=0
D
(
m,m′
) ∂
∂x
Nk,c
m′ (~r, µ)
+ (1− δk,1) (1 + δm,0) α (~r) ω˜o (~r)
4
1∫
−1
Pm
(
~r, µ, µ′
)
Nk−1,c
m
(
~r, µ′
)
dµ′ (3.35)
+ δk,1
ω˜o (~r)α (~r)
4π
Pm (~r, µ, µ⊙) cosmφ⊙Fs(~r)
µ
∂
∂z
Nk,s
m (~r, µ) = −α (~r)Nk,s m (~r, µ)−
η
2
NF∑
m′=0
G
(
m,m′
) ∂
∂x
Nk,s
m′ (~r, µ)
+ (1− δk,1) α (~r) ω˜o (~r)
4
1∫
−1
Pm
(
~r, µ, µ′
)
Nk−1,s
m
(
~r, µ′
)
dµ (3.36)
+ δk,1
ω˜o(~r)α (~r)
4π
Pm (~r, µ, µ⊙) sinmφ⊙ Fs(~r)
avec
{
D (m,m′) = δm−m′+1,0 + δm+m′−1,0 + δm−m′−1,0
G (m,m′) = δm′−m+1,0 + δm′−m−1,0 − δm+m′−1,0 pour 0 6 m,m
′ 6 NF . On retrouve
la remarque faite dans l’introduction du paragraphe 3.4.1 : la pre´sence des composants
D (m,m′) et G (m,m′) empeˆchent la se´paration des modes azimutaux [Stephens 1988a].
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On peut re´e´crire l’e´quation sous forme matricielle :
µ
∂
∂z
N˜k (~r, µ) = −α (~r) N˜k (~r, µ)− ηQ˜∂N˜
k (~r, µ)
∂x
(3.37)
+ (1− δk,1) ω0(~r)α (~r)
4
1∫
−1
P˜
(
~r, µ, µ′
)
N˜k−1
(
~r, µ′
)
dµ′ + δk,1
ω0(~r)α (~r)
4π
P˜ dirfν (~r) ,
avec :
– Q˜ =
(
D˜ 0
0 G˜
)
, P˜ =
(
P˜c 0
0 P˜s
)
, P˜ dir =
(
P˜c
dir
P˜s
dir
)
=
(
Pm (~r, µ, µ⊙) cosmφ⊙
Pm (~r, µ, µ⊙) sinmφ⊙
)
,
– N˜k (~r, µ) =
(
N˜kc
N˜ks
)
ou` les vecteurs colonnes des radiances sont de´finis par N˜kc =

Nk,0c
Nk,1c
...
Nk,NFc
, N˜ks =

Nk,0s
Nk,1s
...
Nk,NFs
, et les matrices de couplage par :
– D˜ =
[
1
2(1+δm,0)
D (m,m′) ; ∀m,m′
]
,
– G˜ =
[
1
2G (m,m
′) ; ∀m,m′],
– P˜c = [δm−m′,0 (1 + δm,0)Pm (~r, µ, µ′) ; ∀m,m′],
– P˜s = [δm−m′,0Pm (~r, µ, µ′) ; ∀m,m′],
– P˜ dirc = [P
m (~r, µ, µ⊙) cosmφ⊙; ∀m],
– P˜ dirs = [P
m (~r, µ, µ⊙) sinmφ⊙; ∀m].
On pre´fe`re parfois re´e´crire l’e´quation 3.37 par une paire d’e´quations inte´gro-diffe´rentielles
couple´es en se´parant les radiances montantes et descendantes :
{
N˜
k+
= N˜k (~r, µ+ ≥ 0)
N˜
k−
= N˜k (~r, µ− ≤ 0)
µ+
∂
∂z
N˜
k+
= −α (~r) N˜ k+ − η
[
Q˜
∂
∂x
N˜
k+
]
+ (1− δk,1) ω˜o (~r)α (~r)
4
1∫
0
P˜
(
~r, µ+, µ′+
)
N˜
(k−1)+
dµ′+ (3.38)
+ (1− δk,1) ω˜o (~r)α (~r)
4
0∫
−1
P˜
(
~r, µ+, µ′′−
)
N˜
(k−1)−
dµ′′− + δk,1
ω˜o (~r)α (~r)
4π
P˜ dir
(
~r, µ+, µ−⊙
)
Fs(~r)
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µ−
∂
∂z
N˜
k−
= −α (~r) N˜ k
−
− η
[
Q˜
∂
∂x
N˜
k−
]
+ (1− δk,1) ω˜o (~r)α (~r)
4
1∫
0
P˜
(
~r, µ−, µ′+
)
N˜
(k−1)+
dµ′+ (3.39)
+ (1− δk,1) ω˜o (~r)α (~r)
4
0∫
−1
P˜
(
~r, µ−, µ′′−
)
N˜
(k−1)−
dµ′′− + δk,1
ω˜oω (~r)α (~r)
4π
P˜ dir
(
~r, µ−, µ−⊙
)
Fs(~r)
Cette e´criture conduit un peu plus directement a` l’e´criture programme´e du transfert ra-
diatif.
3.4.3 Conditions aux limites
Notons a et b, les altitudes de sommet et base du milieu. Dans notre e´tude, on conside`re
que les conditions aux limites au sommet du nuage sont donne´es pour le flux collimate´ et le
champ diffus respectivement par
Fs(~r)
(
x, y, a, ~Ω⊙
)
= Adirect (x, y) et N˜
k,m,− (x, y, a, µ−) = Ak,mdif (x, y, µ−) . (3.40)
Dans les exemples nume´riques qui suivent, on ne conside`re que le rayonnement solaire au
sommet du nuage et pas de rayonnement diffus entrant. La condition a` la limite basse du
nuage est donne´e par la BRDF R. La radiance d’ordre k diffuse´e vers le haut a` partir de la
surface sous-jacente, qui constitue la condition aux limites pour l’e´quation 3.38 est donne´e
par :
Nk,+ (x, y, b, µ, φ) =
∫ 0
−1
∫ 2π
0
R
(
x, y, b, µ, µ′, φ− φ′)Nk,− (x, y, b, µ′, φ′) dφ′dµ′ (3.41)
Puisque nous avons projete´ azimutalement l’ETR sur la base de Fourier, il faut de´velopper
de meˆme les conditions aux limites. On obtient :
Nk+
(
x, y, b, µ+, φ
)
=
NF∑
m=0
π (1 + δm,0)
[∫ 0
−1
Rm
(
x, y, b, µ+, µ′
)
Nk,c
m,− (x, y, b, µ′) dµ′] cosmφ (3.42)
+
NF∑
m=0
π
[∫ 0
−1
Rm
(
x, y, b, µ+, µ′
)
Nk,s
m,− (x, y, b, µ′) dµ′] sinmφ
soit finalement
N˜k,+
(
x, y, b, µ+
)
= π
(
1 + δ0,mδc,(c/s)
) ∫ 0
−1
R˜
(
x, y, b, µ+, µ′−
)
N˜k,−
(
x, y, b, µ′−
)
dµ′− (3.43)
pour m ≥ 0, 0 < µ+ ≤ 1, 0 > µ+ ≥ 1, δc,(c/s) est le symbole de Kronecker e´gal a` 1 pour
le terme cosinus et 0 pour le sinus.
La conditon aux limites pour les radiance montantes d’ordre de diffusion 1 est :
N1,c/s
m+
(
x, y, b, µ+
)
= Rm
(
x, y, b, µ+, µ⊙
)
Fs (x, y, b)
{
cosmφ⊙
sinmφ⊙
(3.44)
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3.5 De´composition en ondelettes de l’ETR
Les de´compositions pre´ce´dentes de l’ETR conduisent a` manipuler les coefficients de Fou-
rier azimutaux des radiances aux diffe´rents ordres de diffusion. Avant de proce´der a` la
de´composition horizontale en ondelettes, faisons quelques hypothe`ses sur l’he´te´roge´ne´ite´ du
milieu. Afin de simplifier davantage l’e´tude, conside´rons que seuls les coefficients d’absorption
et de diffusion sont he´te´roge`nes. Suivant [Stephens 1988a], on justifie ces hypothe`ses par le
fait que la variabilite´ des proprie´te´s optiques a et s est beaucoup plus grande que celle de la
fonction de phase en se basant sur les observations de [Stephens and Platt 1987]. De plus,
on conside`re que l’albe´do de diffusion simple est homoge`ne : sα =constante. Cela revient a`
conside´rer que la taille des gouttes est constante dans le nuage. Seule la variabilite´ de la
concentration en gouttes est prise en compte. Ainsi : P˜ (~r, µ, µ′) = P˜ (µ, µ′), ω˜o (x, z) = ω˜o, et
seul le champ de coefficient d’extinction, appele´ par la suite champ d’extinction est he´te´roge`ne.
Enfin, les champs nuageux sont conside´re´s uniformes selon la direction −→y , ceci afin de
re´aliser une transformation 1D en ondelettes et non 2D , et pe´riodiques suivant −→x , ce qui a
pour conse´quence la pe´riodisation de l’AMR.
L’e´quation 3.37 devient :
(1)
µ
∂
∂z
N˜k (x, z, µ) =
(2)
−α (x, z) N˜k (x, z, µ)
(3)
−ηQ˜∂N˜
k (x, z, µ)
∂x
(3.45)
+
(4)
(1− δk,1) ω˜oα (x, z)
4
1∫
−1
P˜
(
µ, µ′
)
N˜k−1
(
x, z, µ′
)
dµ′ +
(5)
δk,1
ω˜oα (x, z)
4π
P˜ dirFs (~r)
Cette e´quation est re´soluble par une me´thode de Galerkin-ondelette faisant apparaˆıtre des
coefficients de connexion (voir chapitre 2).
3.5.1 Me´thode de Galerkin-ondelette applique´e a` l’ETR
La transforme´e multire´solution de l’e´quation 3.45 consiste a` de´composer les deux membres
de l’e´quation sur une base multire´solution de type ondelette. Il s’agit de manipuler les coef-
ficients d’e´chelle et d’ondelettes de chacuns des termes A de l’e´quation qui de´pendent de la
coordonne´e x. On ne de´taille ici que l’ETR pour le champ diffus. L’ETR pour le flux collimate´
viendra alors naturellement. Suivant l’e´quation 2.29 :
A(x) =
2J−1∑
k=0
〈A,ϕJ,k〉ϕJ,k(x) +
L−1∑
j=J
2j−1∑
k=0
〈A,ψj,k〉ψj,k(x) (3.46)
avec 〈A,ϕJ,k〉 et 〈A,ψj,k〉 les coefficients respectivement d’e´chelle et d’ondelettes de la fonction
A, et ϕJ,k la fonction d’e´chelle a` l’e´chelle 2
−J d’indice de position k, ψj,k l’ondelette mise a`
l’e´chelle 2−j , d’indice de position k.
Comme au chapitre 2 dans la partie 2.2.2.1.1, on note
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
la matrice des vecteurs
de la base multire´solution Lp(IR). Pour alle´ger les e´quations a` venir, adoptons les notations
suivantes : soit Ψi un des vecteurs de cette base ; quand Ψi est une fonction d’e´chelle,
∑
i
signifie
2J−1∑
k=0
; quand Ψi est une ondelette,
∑
i
signifie
L−1∑
j=J
2j−1∑
k=0
. On peut alors re´e´crire l’e´quation 3.46 :
A(x)=
∑
1
〈A,ϕ1〉ϕ1(x) +
∑
1
〈A,ψ1〉ψ1(x) (3.47)
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Quand la fonction A est le produit de deux fonctions ou le re´sultat d’une ope´ration de
de´rivation, nous avons vu au chapitre 2 qu’apparaissent des coefficients de connexion.
Pour le produit de deux fonctions, ils permettent de relier les coefficients de chacune des
fonctions aux coefficients de la fonction produit. Le tenseur dit d’interaction qui regroupent
ces coefficients est d’ordre trois. De meˆme, les coefficients de connection de de diffe´rentiation
permettent de relier les coefficients d’une fonction et ceux de sa de´rive´e. La matrice de coef-
ficients de diffe´rentiation est d’ordre deux. Si P˜ (~r, µ, µ′) ou (resp. et) ω˜o (x, z) n’e´taient pas
inde´pendants de la position horizontale comme il est suppose´ ici, il apparaˆıtrait des coefficients
de connexion d’ordre 4 (resp. 5).
Projetons chacun des termes de l’e´quation 3.45 dans un espace multire´solution :
Terme 1 :
〈
µ
∂
∂z
N˜k,Ψ3
〉
(z, µ) =
+∞∫
−∞
µ
∂
∂z
N˜k (x, z, µ)Ψ3(x)dx = µ
δ
δz
〈
N˜k,Ψ3
〉
(z, µ) (3.48)
Terme 2 :
Apparaissent les coefficients de connexion d’interaction regroupe´s dans le tenseur d’inter-
action :
TΨ1,Ψ2,Ψ3 =
+∞∫
−∞
Ψ1(x)Ψ2(x)Ψ3(x)dx avec Ψi soit une fonction d’e´chelle soit une ondelette.
(3.49)
Ainsi :
〈
αN˜k,Ψ3
〉
=
+∞∫
−∞
α (x, z) N˜k (x, z, µ)Ψ3(x)dx
=
∑
1
∑
2
〈α,ϕ1〉
〈
N˜k, ϕ2
〉
Tϕ1,ϕ2,Ψ3 +
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉
〈
N˜k,ψ2
〉
Tϕ1,ψ2,Ψ3
+
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉
〈
N˜k, ϕ2
〉
Tψ1,ϕ2,Ψ3 +
∑
1
∑
2
〈α,ψ1〉
〈
N˜k,ψ2
〉
Tψ1,ψ2,Ψ3 (3.50)
=
∑
Ψ1
∑
Ψ2
〈α,Ψ1〉 (z)
〈
N˜k,Ψ2
〉
(z, µ)TΨ1,Ψ2,Ψ3 (3.51)
Le symbole
∑
Ψi
signifie qu’on fait la somme sur toutes les fonctions d’e´chelle et ondelettes.
Terme 3 :
Apparaissent les coefficients de connexion de diffe´rentiation regroupe´ dans la matrice de
coefficients de diffe´rentiation :
〈δΨ1,Ψ3〉 =
+∞∫
−∞
∂Ψ1(x)
∂x
Ψ3(x)dx avec Ψi soit une fonction d’e´chelle soit une ondelette.
(3.52)
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Ainsi :〈
−ηQ˜∂N˜
k (x, z, µ)
∂x
,Ψ3
〉
= −ηQ˜
∫
Dx
∂N˜k (x, z, µ)
∂x
Ψ3(x)dx
= −ηQ˜
∑
1
〈
N˜k, ϕ1
〉
〈δϕ1,Ψ3〉+
∑
1
〈
N˜k, ψ1
〉
〈δψ1,Ψ3〉 (3.53)
= −ηQ˜
∑
Ψ1
〈
N˜k,Ψ1
〉
〈δΨ1,Ψ3〉 (3.54)
Terme 4 :
Le tenseur d’interaction apparaˆıt e´galement ici :〈
(1− δk,1) ω˜oα (x, z)
4
1∫
−1
P˜
(
µ, µ′
)
N˜k−1
(
x, z, µ′
)
dµ′,Ψ3
〉
= (1− δk,1) ω˜o
4
∫
Dx
α (x, z) 1∫
−1
(
P˜
(
µ, µ′
)
N˜k−1
(
x, z, µ′
)
dµ′
)Ψ3(x)dx
= (1− δk,1) ω˜o
4

∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉Tϕ1,ϕ2,Ψ3
1∫
−1
P˜ (µ, µ′)
〈
N˜k−1, ϕ2
〉
dµ′
+
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉Tϕ1,ψ2,Ψ3
1∫
−1
P˜ (µ, µ′)
〈
N˜k−1, ψ2
〉
dµ′
+
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉Tψ1,ϕ2,Ψ3
1∫
−1
P˜ (µ, µ′)
〈
N˜k−1, ϕ2
〉
dµ′
+
∑
1
∑
2
〈α,ψ1〉Tψ1,ψ2,Ψ3
1∫
−1
P˜ (µ, µ′)
〈
N˜k−1, ψ2
〉
dµ′

(3.55)
En simplifiant comme pour le deuxie`me terme, on obtient :〈
(1− δk,1) ω˜oα (x, z)
4
1∫
−1
P˜
(
µ, µ′
)
N˜k−1
(
x, z, µ′
)
dµ′,Ψ3
〉
= (1− δk,1) ω˜o
4
∑
Ψ1
∑
Ψ2
〈α,Ψ1〉 (z)TΨ1,Ψ2,Ψ3
1∫
−1
P˜
(
µ, µ′
) 〈
N˜k−1,Ψ2
〉 (
z, µ′
)
dµ′ (3.56)
Terme 5 : 〈
δk,1
ω˜oα (x, z)
4π
P˜ dirfν (~r) ,Ψ3
〉
= δk,1
ω˜o
4π
P˜ dir
∫
Dx
α (x, z)fν (x, z, µ⊙)Ψ3(x)dx (3.57)
= δk,1
ω˜o
4π
P˜ dir
∑
Ψ1
∑
Ψ2
〈α,Ψ1〉 (z) 〈fν ,Ψ2〉 (z, µ⊙)TΨ1,Ψ2,Ψ3
3.5.1.1 Nouvelle formulation de l’e´quation du transfert radiatif
On obtient ainsi une nouvelle formulation de l’e´quation du transfert radiatif dont les
inconnues sont cette fois les coefficients en ondelettes des coefficients de Fourier azimutaux
du champ de radiance :
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Pour Ψ3 ∈
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
:
µ
δ
δz
〈
N˜
k
,Ψ3
〉
(z, µ) =
−
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉 (z)
〈
N˜
k
, ϕ2
〉
(z, µ) Tϕ1,ϕ2,Ψ3
−
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉 (z)
〈
N˜
k
, ψ2
〉
(z, µ) Tϕ1,ψ2,Ψ3
−
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉 (z)
〈
N˜
k
, ϕ2
〉
(z, µ) Tψ1,ϕ2,Ψ3
−
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉 (z)
〈
N˜
k
, ψ2
〉
(z, µ) Tψ1,ψ2,Ψ3 (3.58)
− ηQ˜
[∑
1
〈
N˜
k
, ϕ1
〉
〈δϕ1,Ψ3〉+
∑
1
〈
N˜
k
, ψ1
〉
〈δψ1,Ψ3〉
]
+ (1− δk,1)
ω˜o
4

∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉 (z)Tϕ1,ϕ2,Ψ3
1∫
−1
P˜ (µ, µ′)
〈
N˜k−1, ϕ2
〉
(z, µ′) dµ′
+
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉 (z)Tϕ1,ψ2,Ψ3
1∫
−1
P˜ (µ, µ′)
〈
N˜k−1, ψ2
〉
(z, µ′) dµ′
+
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉 (z)Tψ1,ϕ2,Ψ3
1∫
−1
P˜ (µ, µ′)
〈
N˜k−1, ϕ2
〉
(z, µ′) dµ′
+
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉 (z)Tψ1,ψ2,Ψ3
1∫
−1
P˜ (µ, µ′)
〈
N˜k−1, ψ2
〉
(z, µ′) dµ′

+ δk,1
ω˜o
4pi
P˜
dir

∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉 (z) 〈Fs, ϕ2〉 (z, µ⊙) Tϕ1,ϕ2,Ψ3
+
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉 (z) 〈Fs, ψ2〉 (z, µ⊙) Tϕ1,ψ2,Ψ3∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉 (z) 〈Fs, ϕ2〉 (z, µ⊙) Tψ1,ϕ2,Ψ3
+
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉 (z) 〈Fs, ψ2〉 (z, µ⊙) Tψ1,ψ2,Ψ3

Comme d’habitude, quand Ψi est une fonction d’e´chelle,
∑
i
signifie
2J−1∑
k=0
. Quand Ψi est
une ondelette,
∑
i
signifie
L−1∑
j=J
2j−1∑
k=0
. En simplifiant l’e´criture comme plus haut :
µ
δ
δz
〈
N˜k,Ψ3
〉
(z, µ) = −
∑
Ψ1
∑
Ψ2
〈α,Ψ1〉 (z)
〈
N˜k,Ψ2
〉
(z, µ)TΨ1,Ψ2,Ψ3
− ηQ˜
∑
Ψ1
〈
N˜k,Ψ1
〉
〈δΨ1,Ψ3〉 (3.59)
+ (1− δk,1) ω˜o
4
∑
Ψ1
∑
Ψ2
〈α,Ψ1〉 (z)TΨ1,Ψ2,Ψ3
1∫
−1
P˜
(
µ, µ′
) 〈
N˜k−1,Ψ2
〉 (
z, µ′
)
dµ′
+ δk,1
ω˜o
4π
P˜ dir
∑
Ψ1
∑
Ψ2
〈α,Ψ1〉 (z) 〈Fs,Ψ2〉 (z)TΨ1,Ψ2,Ψ3 ,
le symbole
∑
Ψ1
signifiant qu’on fait la somme sur toutes les fonctions d’e´chelle et ondelettes.
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Cette nouvelle e´criture de l’ETR est tre`s inte´ressante par bien des aspects, formels et
nume´riques.
3.5.1.2 Lecture des e´quations 3.58 et 3.59
Les e´quations 3.58 et 3.59 ne de´crivent plus l’interaction globale entre le champ de ra-
diances et le champ nuageux, mais les interactions entre les fluctuations e´le´mentaires des deux
champs. La partie gauche des e´quations contient le gradient vertical d’un coefficient (d’e´chelle
ou d’ondelette)
〈
N˜k,Ψ3
〉
. La partie droite exprime les interactions e´le´mentaires, mettant en
jeu les coefficients 〈α,Ψ1〉,
〈
N˜k,Ψ2
〉
, 〈Fs,Ψ2〉, a` l’origine de ce gradient vertical. Autrement
dit, les e´quations indiquent comment varie verticalement une fluctuation e´le´mentaire Ψ3 du
champ de radiance, suite a` la propagation de celui-ci dans un milieu absorbant et diffusant.
Quelle fluctuation e´le´mentaire Ψ2 du champ de radiance ou du rayonnement direct atte´nue´,
interagit avec une fluctuation e´le´mentaire Ψ1 du champ d’extinction, le re´sultat de cette
interaction e´le´mentaire participant au gradient vertical de cette fluctuation e´le´mentaire Ψ3 ?
La re´ponse est contenue dans les coefficients de connexion : si le coefficient TΨ1,Ψ2,Ψ3 est non
nul, cette interaction entre les fluctuations e´le´mentaires Ψ1 et Ψ2 est possible, et le re´sultat
de l’interaction est en particulier une fluctuation Ψ3.
Pour une direction de propagation telle que η = sin θ 6= 0, et si le coefficient de connexion
〈δΨ1,Ψ3〉 est non nul, une fluctuation e´le´mentaire Ψ1, en particulier voisine de la fluctuation
Ψ3, participe au gradient vertical de cette fluctuation e´le´mentaire Ψ3.
Ainsi, cette nouvelle formulation de l’Equation ge´ne´rale du Transfert Radiatif nous indique
que toutes les interactions entre les fluctuations e´le´mentaires a` diffe´rentes e´chelles
et diffe´rentes positions sont repre´sente´es dans les deux composants de connexion
TΨ1,Ψ2,Ψ3 et 〈δΨ1,Ψ3〉. On rappelle que :
TΨ1,Ψ2,Ψ3 =
+∞∫
−∞
Ψ1(x)Ψ2(x)Ψ3(x)dx
〈δΨ1,Ψ3〉 =
+∞∫
−∞
∂Ψ1(x)
∂x
Ψ3(x)dx
avec Ψi ∈
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
(3.60)
TΨ1,Ψ2,Ψ3est appele´ tenseur d’interaction, il est d’ordre 3, et pour une AMR de´finie a`
partir de 2L points, il est de taille 2L ∗2L ∗2L. Ce terme renferme toutes les interactions entre
les fluctuations e´le´mentaires du champ nuageux et celles du champ de rayonnement qu’il in-
tercepte. L’e´criture du tenseur d’interaction met en pre´sence trois fonctions Ψ1,Ψ2,Ψ3 , donc
trois couples de parame`tres (ji, ki)i=1,2,3. Ψ1 est une fluctuation e´le´mentaire du champ d’ex-
tinction, Ψ2 une fluctuation e´le´mentaire du champ de radiances azimutal, et Ψ3 une fluctuation
e´le´mentaire produit par l’interaction entre Ψ1 et Ψ2. La valeur de
+∞∫
−∞
Ψ1(x)Ψ2(x)Ψ3(x)dx nous
indique s’il est possible que Ψ2 “rencontre” Ψ1 (il faut effectivement de´ja` qu’ils se rencontrent)
pour cre´er Ψ3. Le tenseur des interactions intervient dans le terme puits ((2) : extinction)
et dans le terme source diffusif ((4)). Si cette fluctuation Ψ3 est cre´e´e par l’interaction du
rayonnement incident suivant une direction
−→
Ω, elle viendra se soustraire (signe -) aux fluc-
tuations existantes dans cette direction, et alimentera les autres directions
−→
Ω′ en accord avec
l’indicatrice de diffusion P (
−→
Ω′,
−→
Ω).
Ces interactions seront-elles toutes effectives ? Cela va de´pendre des he´te´roge´ne´ite´s nua-
geuses, i.e. des valeurs des coefficients d’ondelettes 〈α,Ψ1〉 (z).
〈δΨ1,Ψ3〉 est appele´e la matrice de coefficients de diffe´rentiation, et de taille 2L ∗2L.
Quand elles se propagent dans la direction d’angle ze´nithal θ, les fluctuations e´le´mentaires Ψ1
du champ de rayonnement sont soumises a` un ope´rateur dit de de´rivation qui les transforme
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afin de permettre qu’en les ajoutant, ces fluctuations reforment bien un champ de rayonne-
ment qui se de´cale horizontalement.
On tire de ces nouvelles formulations trois conse´quences :
– les re`gles des interactions, des couplages entre les e´chelles, sont connues et tre`s ge´ne´rales ;
elles sont identiques pour tous types d’he´te´roge´ne´ite´,
– ces re`gles sont de´crites par les composants TΨ1,Ψ2,Ψ3 et 〈δΨ1,Ψ3〉 ; ils ne de´pendent que
de l’AMR choisie,
– une fois l’AMR choisie, on peut calculer une fois pour toutes ces composants, et les
appeler au cours du calcul ; c’est donc nume´riquement tre`s inte´ressant.
De`s lors, les questions qui se posent sont les suivantes : les me´canismes des interactions
ne de´pendant que de l’AMR choisie, et puisqu’on a la liberte´ de choisir diffe´rentes AMR, quel
cre´dit est a` porter a` l’information contenue dans ces composants de connexion ? Les re`gles
des interactions changent-elles ou non en fonction des AMR?
On va re´pondre a` ces questions en e´tudiant de plus pre`s ces composants. L’e´tude des
coefficients de connexion montre que le tenseur des interactions renferme les me´canismes des
interactions (locales) entre les e´chelles, et que la matrice de diffe´rentiation contient les inter-
actions en fonction de la distance horizontale. On va voir que les me´canismes des interactions
vont de´pendre, mais faiblement, des proprie´te´s des multire´solutions utilise´es.
Les composants de´finissent quelles interactions sont possibles, mais cela ne dit pas si
elles vont avoir lieu ou pas. En fait, les interactions effectives de´pendent de l’he´te´roge´ne´ite´ du
milieu, de la valeur des coefficients 〈α,Ψ1〉 (z). Un composant de´crit les interactions effectives :
T
αΨ2,Ψ3
=
∑
Ψ1
〈α,Ψ1〉 (z)TΨ1,Ψ2,Ψ3 (3.61)
T
αΨ2,Ψ3
sera appele´ ope´rateur effectif d’interaction. Ce composant de´pend de la mul-
tire´solution utilise´e et du milieu. Il de´finit quels me´canismes des interactions sont effectivement
active´s quand on de´finit le champ d’extinction α(z). En pratique, on fera d’ailleurs une fois
pour toutes le calcul de T
αΨ2,Ψ3
.
3.6 Etude des coefficients de connexion
Les coefficients de connexion contiennent toute l’information sur les interactions e´le´mentaires
entre le champ de rayonnement et le milieu. Nous e´tudions ici cette information. En fonction
des AMR et graˆce au the´ore`me de Parseval, notre e´tude se basera sur une vision dans le
domaine physique et fre´quentiel, en adoptant respectivement l’AMR de Haar et de Meyer.
On va voir que ces visions ne s’opposent pas ; au contraire, elles se comple`tent et se font e´cho.
Les conventions utilise´es pour la transforme´e de Fourier sont les suivantes :
– la transforme´e de Fourier d’une fonction f(x) est donne´e par f̂(ω) = 1(2π)1/2
+∞∫
−∞
f(x)e−iωxdx,
– la transforme´e de Fourier inverse donne f(x) = 1(2π)1/2
+∞∫
−∞
f̂(ω)e+iωxdx.
Commenc¸ons par e´tudier les coefficients de connexion d’interaction, puis e´tudions les
coefficients de connexion de de´rivation.
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3.6.1 Coefficients de connexion d’interaction
Les termes (2) (4) et (5) font apparaˆıtre les coefficients de connexion d’interaction re-
groupe´s dans le tenseur de connexion
TΨ1,Ψ2,Ψ3 =
+∞∫
−∞
Ψ1(x)Ψ2(x)Ψ3(x)dx , Ψi e´tant une composante du vecteur
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
.
(3.62)
Ce terme renferme toutes les interactions entre les fluctuations e´le´mentaires du champ
nuageux et celles du champ de rayonnement qu’il intercepte. En utilisant les AMR de
Haar et de Meyer, on va de´crire et de´tailler les interactions entre les deux champs dans les
espaces physique et de Fourier. En effet, les proprie´te´s de compacite´ du support de leurs
fonctions, respectivement dans les domaines physique et de Fourier, permettent de de´gager
les me´canismes des interactions locales entre les e´chelles par des e´tudes graphiques dans ces
domaines duaux.
L’e´criture du tenseur d’interaction met en pre´sence trois fonctions Ψ1,Ψ2,Ψ3, et trois
couples de parame`tres (ji, ki)i=1,2,3 et en particulier trois e´chelles :
– Ψ1 et Ψ2 sont les deux fluctuations e´le´mentaires en interaction, d’e´chelle associe´es j1 et
j2 ;
– Ψ3 est la fluctuation qui re´sulte de l’interaction de Ψ1 et Ψ2. Il y a ve´ritablement
interaction entre e´chelles quand le tenseur est non nul pour une situation diffe´rente de
j1 = j2 = j3.
Quand par la suite on parle de fluctuation a` petite e´chelle, cela veut dire que j e´leve´e,
c’est a` dire que le parame`tre d’e´chelle a = 2−j est faible.
3.6.1.1 Etude dans le domaine physique
Les fonctions sont centre´es en des points xi =
{
k2−j si Ψi = ϕj,k
(k + 0.5)2−j si Ψi = ψj,k
et ont un
support de l’ordre de taille 2−j . “De l’ordre de” seulement car cela de´pend de la vitesse de
de´croissance des fonctions dans le domaine physique. Quand les supports des trois ondelettes
Ψi se recouvrent dans le domaine physique, une interaction sera possible. Les coefficients
d’interaction sont donc diffe´rents en fonction des AMR.
Pour le cas de l’AMR de Meyer (fig. 3.4), la visualisation des ondelettes dans le domaine
physique n’apporte pas beaucoup d’informations tant les fonctions sont oscillantes et leurs
supports e´tendus.
Pour l’AMR de Haar au contraire, la visualisation des trois fonctions dans le domaine
physique indique tre`s rapidement si le tenseur d’interaction pour cette situation est nul ou
non. Trois cas seulement sont a` prendre en compte (fig. 3.5) :
– les trois fonctions sont des fonctions d’e´chelle positionne´es au meˆme endroit,
– deux des trois fonctions sont la meˆme ondelette positionne´e au meˆme endroit, la troisie`me
e´tant une ondelette a` plus grande e´chelle dont le support intercepte les deux autres,
– deux des trois fonctions sont la meˆme ondelette positionne´e au meˆme endroit, la troisie`me
e´tant une fonction d’e´chelle dont le support intercepte les deux autres.
Pour les deux derniers cas, les fonctions sont interchangeables sous l’inte´grale pour
la meˆme valeur du coefficient d’interaction.
L’expression simple des fonctions de Haar conduit a` un calcul analytique simple des
inte´grales
+∞∫
−∞
Ψ1(x)Ψ2(x)Ψ3(x)dx :
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Fig. 3.4 – Repre´sentation de trois ondelettes de Meyer dans le domaine physique
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Fig. 3.5 – Les trois situations ou`, quand les supports se recouvrent, les coefficients sont
non-nuls
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a)
+∞∫
−∞
ϕJ,k(x)ϕJ,k(x)ϕJ,k(x)dx = 2
J
2
b)
+∞∫
−∞
ψj1,k1(x)ψj1,k1(x)ψj3,k3(x)dx =
{
2
j3
2
−2 j32 avec j3 < j1
c)
+∞∫
−∞
ψj1,k1(x)ψj1,k1(x)ϕJ,k3(x)dx = 2
J
2
(3.63)
Ce calcul a de´ja` e´te´ fait dans [Perrier and Wickerhauser 1999].
La vision des interactions dans le domaine physique avec l’AMR de Haar est parfaitement
simple et claire. Lors de l’analyse des interactions, nous prendrons les symboles de la figure
3.5 comme repre´sentation des fluctuations aux diffe´rentes e´chelles des champs et de leurs
interactions.
3.6.1.2 Etude dans le domaine fre´quentiel
Cette analyse dans le domaine fre´quentiel va nous permettre d’e´tudier les interactions
entre les e´chelles au sens de l’e´quivalence nombre d’onde = e´chelle. On utilise ici l’AMR de
Meyer. Rappelons que les fonctions de Meyer ont un support fre´quentiel compact (fig. 3.6).
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Fig. 3.6 – Modules des transforme´es de Fourier des fonction d’e´chelle et ondelette me`re de
Meyer
Graˆce au the´ore`me de Parseval, on peut e´crire :
TΨ1,Ψ2,Ψ3 =
+∞∫
−∞
Ψ1(x)Ψ2(x)Ψ3(x)dx =
1
2π
+∞∫
−∞
(
Ψ̂1Ψ2
)
(ω) .Ψ̂3 (ω) dω (3.64)
=
1
2π
+∞∫
−∞
(
Ψ̂1 ∗Ψ̂2
)
(ω) .Ψ̂3 (ω) dω
Dans ce cas, on peut dire que si le support fre´quentiel du produit de convolution Ψ̂1 ∗Ψ̂2
n’intercepte pas le support fre´quentiel de Ψ̂3, il n’y pas interaction. L’information sur la
localisation physique des interactions est porte´e par la phase.
Plus pre´cise´ment et puisque Ψ̂i(ω) = Ψ̂ji,ki(ω) =2
− ji
2 e−i
ki
2ji
ωΨ̂
(
ω
2ji
)
:
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(
Ψ̂1Ψ2
)
(ω) =
1
(2π)1/2
+∞∫
−∞
2−
j1
2 e−i
k1
2j1
ω′′Ψ̂
(
ω′′
2j1
)
2−
j2
2 e−i
k2
2j2
(ω−ω′′)Ψ̂
(
ω − ω′′
2j2
)
dω′′ (3.65)
=
2−
j1+j2
2 e−i
k2
2j2
ω
(2π)1/2
+∞∫
−∞
e−i(
k2
2j2
− k1
2j1
)ω′′Ψ̂
(
ω′′
2j1
)
Ψ̂
(
ω − ω′′
2j2
)
dω′′ (3.66)
Alors,
TΨ1,Ψ2,Ψ3 = (3.67)
1
2π
+∞∫
−∞
2− j1+j22 e−i k22j2 ω
(2π)1/2
+∞∫
−∞
e−i(
k2
2j2
− k1
2j1
)ω′′Ψ̂
(
ω′′
2j1
)
Ψ̂
(
ω − ω′′
2j2
)
dω′′
 2− j32 e+i k32j3 ωΨ̂( ω
2j3
)
dω
(3.68)
=
2−
j1+j2+j3
2
(2π)3/2
+∞∫
−∞
 +∞∫
−∞
e−i(
k2
2j2
− k1
2j1
)ω′′Ψ̂
(
ω′′
2j1
)
Ψ̂
(
ω − ω′′
2j2
)
dω′′
 e+i( k32j3 − k22j2 )ωΨ̂( ω
2j3
)
dω
(3.69)
En e´crivant que :
– MΨ est le module de Ψ̂. Si
{
Ψ = ϕ,MΨ = Mϕ et ϕ̂(ω) = Mϕ(ω).
Ψ = ψ,MΨ = Mψ et ψ̂(ω) = e
− iω
2 Mψ(ω).
– les fonctions sont centre´es en des points xi =
{
k2−j si Ψi = ϕj,k
(k + 0.5)2−j si Ψi = ψj,k
,
on obtient :
TΨ1,Ψ2,Ψ3 = (2π)
−3/2 2−
1
2
(j1+j2+j3)
+∞∫
−∞
e+i(x3−x2)ωCx1−x2(ω)MΨ
( ω
2j3
)
dω (3.70)
avec Cx1−x2(ω) =
 +∞∫
−∞
ei(x1−x2)ω
′′
MΨ
(
ω′′
2j1
)
MΨ
(
ω − ω′′
2j2
)
dω′′
 (3.71)
On reconnaˆıt Cx1−x2(ω) comme la transforme´e de Fourier inverse d’une fonction, la fonc-
tion Y (ω′′) = MΨ
(
ω′′
2j1
)
MΨ
(
ω−ω′′
2j2
)
, au point (x1−x2), et TΨ1,Ψ2,Ψ3 comme la transforme´e de
Fourier inverse de la fonction Z(ω) = Cx1−x2(ω)MΨ
(
ω
2j3
)
au point (x3−x2). Les fonctions de
Meyer e´tant infiniment continues et a` supports fre´quentiels compacts, le tenseur TΨ1,Ψ2,Ψ3 est
donc a` de´croissance rapide en (x1 − x2) et (x3 − x2) : les interactions entre e´chelles entre
les deux champs gardent donc un caracte`re local (dans l’espace physique) : si les ondelettes
sont trop distantes, l’interaction sera ne´gligeable.
3.6.1.2.1 Etude du support du produit de convolution Ψ̂1 ∗ Ψ̂2
On ne se pre´occupe ici que du support fre´quentiel de Ψ̂1 ∗Ψ̂2; on suppose x1 = x2.
Les convolutions sont trace´es en gras sur les figures ci-dessous.
Trois cas sont aborde´s :
Ψ1 = Ψ2 = ϕ, (3.72)
Ψ1 = ψ,Ψ2 = ϕ, (3.73)
Ψ1 = Ψ2 = ψ. (3.74)
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– Cas Ψ1 = ϕJ,k1 et Ψ2 = ϕJ,k2
La convolution de ϕ̂ par elle-meˆme double le support fre´quentiel de ϕ̂ (fig. 3.7). Le
support de ϕ̂∗ ϕ̂ intercepte donc le support de ϕ̂ et de ψ̂. L’interaction propose´e est
donc la suivante :
ϕ̂ ∗ ϕ̂ −→
{
ϕ̂
ψ̂J
(3.75)
La premie`re interaction est la plus importante et l’e´quivalent de la situation a) de Haar
(fig. 3.5). C’est l’interaction entre les deux champs a` l’e´chelle des pixels d’approximation
(largeur de l’ordre de 2−J).
– Cas Ψ1 = ψj1,k1et Ψ2 = ϕJ,k2
Deux sous-cas sont a` conside´rer (fig. 3.8) :
– si j1 >> J , le support de ψ̂∗ ϕ̂ ne sera pas tre`s diffe´rent de celui de ψ̂ (fig. 3.8a).
– si j1 est proche de J , le support de ψ̂∗ ϕ̂ couvre les supports des deux fonctions (fig.
3.8b).
Le premier cas correspond a` la situation b) de la figure 3.5 en interchangeant les
deuxie`me et troisie`me fonctions.
– Cas Ψ1 = ψj1,k1et Ψ2 = ψj2,k2 .
La figure 3.9 pre´sente les re´sultats de la convolution de Ψ1 et Ψ2, pour des diffe´rences
(j2− j1) croissantes. En fonction de la diffe´rence entre j1 et j2, les re´sultats de la convo-
lution sont tre`s diffe´rents : quand cette diffe´rence est grande (fig. 3.9d), le support du
produit de la convolution est tre`s proche de celui de la fonction a` plus haute fre´quence :
on se retrouve dans la situation c) de la figure 3.5 en interchangeant les deux dernie`res
fonctions. Quand j1 = j2 (fig. 3.9a), on retrouve la situation b) de la figure 3.5.
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Fig. 3.7 – Convolution dans le domaine de Fourier Cas Ψ1 = Ψ2 = ϕ
3.6.1.2.2 Effet de la distance horizontale sur le produit de la convolution
Comme il a e´te´ dit, le tenseur est a` de´croissance rapide en (x1 − x2) et (x3 − x2). Cette
de´croissance est illustre´e dans la figure 3.10 sur deux exemples.
On voit qu’en fonction de ∆k = k2−k1, le produit de convolution “se de´grade” ; l’inte´grale
+∞∫
−∞
(
Ψ̂1 ∗Ψ̂2
)
(ω) .Ψ̂3 (ω) dω sera beaucoup plus faible quand ∆k 6= 0. La figure 3.11 montre
la de´croissance rapide du tenseur en fonction de (k2 − k1) pour deux cas :
a) TϕJ,k1 ,ϕJ,k2 ,ϕJ,5 avec J = 3,
b) Tψj,k1 ,ψj,k2 ,ψj,15 avec j = 5.
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Fig. 3.8 – Convolution dans le domaine de Fourier Cas Ψ1 = ψj1 , Ψ2 = ϕ
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(d) j2 = 3
Fig. 3.9 – Convolution dans le domaine de Fourier Cas Ψ1 = Ψ2 = ψ, j1 = 0
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(a) Cas Ψ1 = ϕJ,k1 , Ψ2 = ϕj,k2 , ∆k = k2 − k1
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(b) Cas Ψ1 = ψJ,k1 , Ψ2 = ψJ,k2 , ∆k = k2 − k1
Fig. 3.10 – Convolution dans le domaine de Fourier. Effet de la distance horizontale
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Fig. 3.11 – AMR de Meyer - De´croissance rapide de la valeur du tenseur en fonction de
∆k = k2 − k1
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3.6.1.3 Bilan de l’e´tude des coefficients de connexion d’interaction
L’e´tude des coefficients de connexion et de l’information qu’ils contiennent a e´te´ faite avec
deux points de vue diffe´rents : dans le domaine physique et pour l’AMR de Haar ; dans le
domaine fre´quentiel et pour l’AMR de Meyer.
Les interactions montre´es et communes pour les diffe´rentes AMR sont les suivantes :
– les interactions se font a` l’e´chelle de la fonction d’e´chelle, ou a` l’e´chelle des
2J pixels basse re´solution (fig. 3.5a et 3.7). Dans ce cas, les trois fonctions en jeu sont
des fonctions d’e´chelle.
– les interactions entre une fluctuation e´le´mentaire de type ondelette a` petite e´chelle avec
une fluctuation de type fonction d’e´chelle ou ondelette a` une e´chelle plus grossie`re cre´ent
(uniquement, dans le cas de l’AMR de Haar, et essentiellement, dans le cas de l’AMR de
Meyer) des fluctuations a` l’e´chelle de la plus petite e´chelle des fluctuations en pre´sence
(fig. 3.5 cas b) et c) en intervertissant les deux fluctuations, centrale et a` droite ; fig.
3.8a et 3.9d).
– les interactions entre deux fluctuations e´le´mentaires de type ondelette a` la meˆme
e´chelle cre´ent des fre´quences plus basses et en particulier cre´ent une fluctuation
de type fonction d’e´chelle ; le produit de deux ondelettes de Haar colocalise´es cre´ent
une fonction cre´neau (fig. 3.5b) ; le support du produit de convolution de la trans-
forme´e de Fourier de deux ondelettes recouvrent les basses fre´quences et en particulier(
Ψ̂1Ψ2
)
(0) 6= 0 (fig. 3.9a).
Cette dernie`re interaction est la cle´ de l’effet des petites e´chelles sur les grandes e´chelles. On
parlera d’effets des fluctuations sous-pixels a` l’e´chelle des pixels d’approximation. On retrouve
ce re´sultat avec une de´composition de Fourier : le produit de deux cosinus se de´compose en
une somme de deux cosinus de fre´quences diffe´rentes, une plus basse et une plus haute :
cos(a) cos(b) = 0.5(cos(a+ b) + cos(a− b)) (3.76)
Quand a = b, il est produit cos(0), soit une fonction constante.
C’est la de´monstration e´vidente que l’interaction de deux fluctuations de moyenne nulle
peut produire des fluctuations de moyenne non nulles, donc modifier la moyenne du signal
traite´.
On peut conside´rer que les trois types d’interactions donne´es ci-dessus, communes aux
AMR, sont les plus importantes du point de vue des interactions entre e´chelles. Il faut
e´galement garder a` l’esprit que les trois fonctions sont interchangeables dans le tenseur d’in-
teraction.
Il est inte´ressant de voir la diffe´rence des interactions montre´es par diffe´rentes AMR.
Quelques interactions montre´es par l’AMR de Meyer n’existent pas pour l’AMR de Haar, par
exemple le cas Tψj,k1 ,ψj,k2 ,ψj,k3 (fig. 3.11b). Mais c’est surtout l’effet de la distance horizontale
entre les centres des fluctuations interagissantes qui diffe´rencient les deux AMR : a` cause des
supports physiques “diffe´remment compacts” des fonctions, la de´croissance des interactions
en fonction de la distance est tre`s de´pendante de l’ARM utilise´e. Prenons l’exemple de l’in-
teraction du type fig. 3.5a. Pour l’AMR de Haar, l’interaction a lieu uniquement si les troix
cre´neaux sont positionne´s au meˆme endroit et le coefficient de connexion vaut 23/2 = 2.828.
Pour l’AMR de Meyer, il y a de´croissance des interactions en fonction de la position (fig. 3.11)
et, pour k1 = k2 = k3, le coefficient de connexion vaut 2.339.
3.6.2 Coefficients de connexion de de´rivation
Si le terme de´rive´e apparaˆıt de fac¸on un peu artificielle dans l’e´quation apre`s la de´composition
du gradient en deux parties horizontale et verticale, son analyse et son traitement sont tre`s
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importants car ce terme va repre´senter le transport horizontal des photons dans le nuage.
Supposons la propagation d’un rayonnement N dans la direction de propagation
−→
Ω d’abs-
cisse s et dans un milieu transparent. Le long de la direction de propagation : dNds = 0 d’ou`
dN
dz = − tan θ dNdx . La fonction N(z, x) est de´finie par :
N(z, x) = N0(x− z tan θ) (3.77)
Le signal est donc juste de´cale´ horizontalement, ou translate´. Or, les repre´sentations mul-
tire´solutions de type ondelette ne sont pas invariantes par translation : les coefficients d’on-
delette de f(x) sont diffe´rents de ceux de f(x − a). Il est donc normal que l’ope´rateur de
de´rivation modifie les coefficients de f . Traduit en coefficients d’ondelettes, cela donne :
δ
δz
〈N,Ψ3〉 (z) = − tanθ
∑
Ψ1
〈N,Ψ1〉 〈δΨ1,Ψ3〉 (3.78)
Les coefficients de connexion de de´rivation sont e´tudie´s d’abord dans l’espace de Fourier
avec l’AMR de Meyer, puis nous adoptons l’AMR de Haar, avant de repre´senter de manie`re
standard l’ope´rateur de´rive´e
3.6.2.1 Etude dans l’espace fre´quentiel avec l’AMR de Meyer
Graˆce au the´ore`me de Parseval :
〈δΨ1,Ψ3〉 =
∫
Dx
δ
δx
Ψ1 (x)Ψ3 (x) dx =
1
2π
∫
Dω
(
iωΨ̂1(ω)
)
Ψ̂3(ω)dω (3.79)
avec Ψ̂(ω) = Ψ̂j,k(ω) =2
− j
2 e−i
k
2j
ωΨ̂
(
ω
2j
)
. D’ou` :
〈δΨ1,Ψ3〉 = 1
2π
∫
Dω
iω2−
j1
2 2−
j3
2 ei(
k3
2j3
− k1
2j1
)ωΨ̂
( ω
2j1
)
Ψ̂
( ω
2j3
)
dω (3.80)
Etant donne´s les supports fre´quentiels compacts des fonctions de Meyer (fig. 3.6), les
produits scalaires non-nuls sont pre´visibles et limite´s aux cas suivants :
– Ψ1 et Ψ3 sont deux fonctions d’e´chelle ϕJ,k,
– Ψ1 et Ψ3 sont une fonction d’e´chelle ϕJ,k et une ondelette ψJ,k (ondelette de plus grande
e´chelle),
– Ψ1 et Ψ3 sont deux ondelettes dont les e´chelles caracte´ristiques associe´es sont e´gales,
ou diffe´rentes de un.
Par la suite, on note :
MΨ est le module de Ψ̂ :
{
si Ψ = ϕ, MΨ = Mϕ et ϕ̂(ω) = Mϕ(ω).
si Ψ = ψ, MΨ = Mψ et ψ̂(ω) = e
−iω
2 Mψ(ω).
Etude de 〈δϕ1, ϕ3〉 ,
〈
δϕJ,k1 , ψJ,k3
〉
, et
〈
δψj1,k1 , ψj3,k3
〉
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〈δϕ1, ϕ3〉 =
1
2π
∫
Dω
iω2−Jei(
k3−k1
2J
)ωϕ̂
( ω
2J
)2
dω
=
1
2π
∫
Dη
iη2Jei(k3−k1)ηMϕ (η)
2
dη avec η = ω/2J
= 2J ̥1(k3 − k1) avec ̥1(x) = 1
2π
∫
Dη
iηei(x)ηMϕ (η)
2
dη (3.81)
〈
δϕJ,k1 , ψJ,k3
〉
=
1
2π
∫
Dω
iω2−Jei(
k3−k1
2J
)ωϕ̂
( ω
2J
)
ei
ω
2.2J
¯ˆ
ψ
( ω
2J
)
dω
=
1
2π
∫
Dη
iη2Jei(k3−k1+0.5)ηMϕ (η)Mψ (η) d(η) avec η = ω/2J
= 2J ̥2(k3 − k1 + 0.5) avec ̥2(x) = 1
2π
∫
Dη
iηei(x)ηMϕ (η)Mψ (η)dη
(3.82)
De meˆme,
〈
δψJ,k3 , ϕJ,k1
〉
= 2J ̥2(k3 − k1+0.5)〈
δψj1,k1 , ψj3,k3
〉
=
1
2π
∫
Dξ
iω2−
j1
2 2−
j3
2 ei(
k3
2j3
− k1
2j1
)ωψˆ
( ω
2j1
)
¯ˆ
ψ
( ω
2j3
)
dω
=

2j̥3 (k3 − k1) si j1 = j3 = j
2j1̥4 (2k3 − k1 + 0.5) si j1 = j3 + 1
2j3̥4 (k3 − 2k1 − 0.5) si j3 = j1 + 1
(3.83)
avec
̥3(x) =
1
2π
∫
Dη
iηei(x)ηMψ (η)
2
dη
̥4(x) =
1
2π
√
2
∫
Dη
iηei(x)ηMψ(2η)Mψ(η)dη
(3.84)
Ainsi, l’AMR de Meyer fournit 4 fonctions ̥1, ̥2, ̥3, ̥4 qui sont les transforme´es de
Fourier inverse de 4 fonctions imaginaires et impaires 1√
2π
iηMϕ (η)
2, 1√
2π
iηMϕ (η)Mψ (η),
1√
2π
iηMψ (η)
2
et 1√
2π
i
√
2ηMψ(2η)Mψ(η). Les 4 fonctions ̥i sont rigoureusement re´elles et
impaires. Les fonctions de Meyer e´tant infiniment continues et a` supports fre´quentiels com-
pacts, les transforme´es de Fourier inverses sont a` de´croissance rapide. Les 4 fonctions ̥i sont
repre´sente´es sur la figure 3.12. En re´alite´, a` cause de la pe´riodisation des champs, ces filtres
vont eˆtre diffe´rents en fonction de l’e´chelle conside´re´e, car en pe´riodisant on perd la proprie´te´
d’invariance d’e´chelle.
Pour une fluctuation de type ϕ3 , le terme de´rive´e horizontale s’exprime par :
〈
∂N˜k(x, z, µ)
∂x
, ϕJ,k3
〉
=
∑
k1
〈
N˜k, ϕJ,k1
〉 〈
δϕJ,k1 , ϕJ,k3
〉
+
∑
k1
〈
N˜k, ψJ,k1
〉 〈
δψ1, ϕJ,k3
〉
= 2J
∑
k1
〈
N˜k, ϕJ,k1
〉
̥
1
(k3 − k1) + 2J
∑
k1
〈
N˜k, ψJ,k1
〉
̥
2
(k3 − k1 − 0.5) (3.85)
Les valeurs de ̥1 au point (k3 − k1) et ̥2 au point (k3 − k1 − 0.5) indiquent comment et
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Fig. 3.12 – Les 4 fonctions ̥i
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combien la fluctuation ϕJ,k3 est perturbe´e au cours de sa propagation par les fluctuations
voisines ϕJ,k1 et ψJ,k1 .
Pour une fluctuation de type ψ3 , le terme de´rive´e horizontale s’exprime par :〈
∂N˜k(x, z, µ)
∂x
, ψj3,k3
〉
=
∑
k1
〈
N˜k, ϕJ,k1
〉 〈
δϕJ,k1 , ψj3,k3
〉
+
∑
j1,k1
〈
N˜k, ψj1,k1
〉 〈
δψj1,k1 , ψj3,k3
〉
= δj3−J2
J
∑
k1
〈
N˜k, ϕJ,k1
〉
̥2(k3 − k1 + 0.5) + 2j
∑
k1
〈
N˜k, ψj3,k1
〉
̥
3
(k3 − k1) (3.86)
+(1− δj3−(L−1))2j1
∑
k1
〈
N˜k, ψj1=j3+1
〉
̥
4
(2k3 − k1 + 0.5)
+(1− δj3−J)2j3
∑
k1
〈
N˜k, ψ
j1=j3−1
〉
̥
4
(k3 − 2k1 − 0.5) (3.87)
Les valeurs de ̥2 au point (k3 − k1 + 0.5), ̥3 au point (k3 − k1), ̥4 aux points (2k3 − k1 +
0.5) et (k3 − 2k1 − 0.5) indiquent comment et combien la fluctuation ψj3,k3 est perturbe´e au
cours de sa propagation par les fluctuations voisines ϕJ,k1 , ψj3,k1 , ψj3+1,k1 et ψj3−1,k1 .
On peut de´finir les filtres ̥ϕ,ϕ et ̥ψ,ψ dont les valeurs sont celles de ̥1 et ̥3 aux
points entiers, les filtres ̥ϕ,ψ et ̥ψ,ϕ, ̥ψ,2ψ et ̥2ψ,ψ dont les valeurs sont celles de ̥2 et
̥4 respectivement aux points 0.5+ZZ centre´ sur 0.5 et -0.5.
Si on note les vecteurs
−−→˜
Nk
ϕ
J =

〈
N˜k, ϕJ,0
〉〈
N˜k, ϕJ,1
〉
...〈
N˜k, ϕJ,2J−1
〉
,
−−→
N˜k
ψ
j =

〈
N˜k, ψj,0
〉〈
N˜k, ψj,1
〉
...〈
N˜k, ψj,2j−1
〉

pour j = J, ..., L − 1 , et
−−−−→
N˜k
Ψ
L−1 =

−−→
N˜k
ψ
J−−−−→
N˜k
ψ
J+1
...−−−−→
N˜k
ψ
L−1
, alors on peut voir le calcul comme les
convolutions de ces vecteurs par les filtres ci-dessus, pre´ce´de´s d’insertion de ze´ros ( ↑ ) dans
le cas de ̥2ψ,ψ et suivis de de´cimation ( ↓ ) dans le cas ̥ψ,2ψ Ces notations adopte´es et le
symbole ∗ repre´sentant le produit de convolution, on peut e´crire a` partir des e´quations 3.85
et 3.86 :
−−−−→
∂N˜k
∂x
ϕ
J
=
(−−→˜
Nk
ϕ
J ∗̥ϕ,ϕ
)
+ 2J
(−−→
N˜k
ψ
j ∗̥ψ,ϕ
)
(3.88)
et
−−−−→
∂N˜k
∂x
ψ
j3
= δj3−J2
J
(−−→˜
Nk
ϕ
J ∗̥ϕ,ψ
)
+ 2j
(−−→
N˜k
ψ
j ∗̥ψ,ψ
)
+ (1− δj3−(L−1))
(−−−−−−−→
N˜k
ψ
j1=j3+1 → ×2j1 → (∗̥ψ,2ψ) → ↓
)
(3.89)
+ (1− δj3−J)
(−−−−−−−→
N˜k
ψ
j1=j3−1 → × 2j3→ ↑ → (∗̥2ψ,ψ)
)
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Faisons un bilan de cette e´tude avec l’AMR de Meyer du terme de de´rive´e horizontale :
– le terme de´rive´e horizontal correspond a` la convolution des vecteurs des coefficients
d’e´chelle et d’ondelettes du champ de radiances par 6 filtres, de´duits directement de
la de´finition analytique des fonctions de Meyer. Les largeurs effectives de ces filtres et
leurs valeurs donnent une indication quand a` l’influence des fluctuations e´le´mentaires
avoisinant une fluctuation centrale. Les valeurs de ces filtres de´croissent rapidement.
Par exemple, on peut conside´rer que les 10 coefficients d’e´chelles situe´s horizontalement
de part et d’autre d’un coefficient d’e´chelle “central” agissent sur lui par l’action du
filtre ̥ϕ,ϕ (fig. 3.12).
– Les diffe´rentes familles de fluctuations e´le´mentaires (fonction d’e´chelle, ondelette a`
diffe´rentes e´chelles) interagissent entre elles, mais globalement le filtrage a surtout lieu
au sein d’une famille. Le terme de´rive´e propose donc peu d’interactions entre e´chelles.
Ceci n’est pas surprenant car les fonctions de Meyer sont bien localise´es dans le domaine
spectral. On se rapproche du cas ide´al de Fourier, pour lequel l’ope´rateur de de´rivation
est diagonal (voir remarque chapitre 2, partie 2.2.1.1, et plus loin la repre´sentation
standard de l’ope´rateur de´rive´e).
– Les filtres de´finis sont tous impairs. Si les vecteurs appele´s sont constants, ces inter-
actions horizontales seront nulles. Si par exemple
〈
N˜k, ψj,ipos
〉
est inde´pendant de
l’indice de position ipos, alors
(−−→
N˜k
ψ
j ∗̥ψ,ψ
)
=
−→
0 . Cela confirme le commentaire fait
pre´ce´demment : les coefficients de connexion indiquent quelles interactions sont pos-
sibles. Mais pour un cas donne´, seules une partie de ces interactions sont actives ou
“active´es”. En particulier si le milieu est homoge`ne, il en est de meˆme des fluctuations
du champ de radiances aux diffe´rentes e´chelles, et le vecteur

−−−−→
∂N˜k
∂x
ϕ
J−−−−−→
∂N˜k
∂x
Ψ
L−1
est nul.
– Les interactions augmentent en direction des petites e´chelles (terme 2j en facteur) ce
qui est logique car les supports diminuant, les gradients sont plus importants.
Ainsi, l’e´tude du terme de´rive´e dans le domaine de Fourier avec l’AMR de Meyer est
inte´ressante pour la compre´hension des interactions. Elle est e´galement inte´ressante du point
de vue du calcul :
– le calcul dans le domaine de Fourier permet d’avoir une approximation de la de´rive´e
horizontale exacte, et non un sche´ma approximatif de la de´rive´e. Cette approche
qui utilise en fait la de´rivabilite´ des fonctions de la base multire´solution est exploite´e
commune´ment dans des me´thodes spectrales plus classiques [Canuto et al. 1988]). Ainsi,
quand la base de projection est constitue´e de polynoˆmes de Chebyshev Tk d’ordre k, on
e´crit :
u(x) =
∑
k
ukTk(x) et u
′(x) =
∑
k
ukT
′
k(x) (3.90)
Pour nous ici, reprenant l’e´criture matricielle du chapitre 2, partie 3 :
u(x) =
( −→
uϕJ−−−→
uΨL−1
)t
.
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
, u′(x) =
( −→
uϕJ−−−→
uΨL−1
)t
.
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)′
et
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)′
= 〈δΨ1,Ψ3〉t
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
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– le calcul des coefficients de connexion de´rive´e se fera pour l’AMR de Meyer a` l’aide
de transforme´es de Fourier inverse de fonctions analytiques. Malgre´ la pre´sence
de phe´nome`ne de Gibbs duˆ au calcul dans le domaine spectral et de´taille´ au chapitre
suivant, on va voir que le calcul du terme de´rive´e a` l’aide de l’AMR de Meyer est correct.
3.6.2.2 Etude avec l’AMR de Haar
Dans le cadre de la re´solution d’e´quations aux de´rive´es partielles au moyen de me´thode de
Galerkin-ondelette, de nombreuses e´tudes ont e´te´ mene´es sur la repre´sentation des ope´rateurs
de diffe´rentiations sur une base d’ondelettes a` support compact [Beylkin 1992]. Il est montre´
que le calcul de la de´rive´e a` partir de fonctions d’e´chelle et d’ondelettes est le meˆme que le
calcul fait avec la fonction d’e´chelle a` la re´solution 2−(L−1) la plus fine. Graˆce a` l’e´quation
d’e´chelle 2.22, 〈δΨ1,Ψ3〉 avec Ψi ∈
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
se de´duit du produit scalaire
rl =
∫
Dx
ϕ′(x)ϕ(x− l)dx. (3.91)
Les valeurs des rl sont donne´es dans certains ouvrages pour les ondelettes de Daubechies
[Beylkin 1992] [Goedecker 1998]. Les AMR de Daubechies aux ordres e´leve´es proposent des
sche´mas de de´rivation e´labore´s qui se rapprochent de sche´mas de Stirling [Resnikoff and Wells.
1998]. En ce sens, on dit que les ondelettes de Daubechies sont diffe´rentiables. [Fournier 2000]
utilise l’ondelette de Daubechies d’ordre 14 ; elle est pre´sente´e comme la base a` support le
plus compact possible fournissant une de´rive´e d’ordre deux continue.
Pour l’AMR de Haar, qui correspond a` celle de Daubechies d’ordre 1, on peut montrer
[Beylkin 1992] que le calcul de l’ope´rateur de diffe´rentiation du premier ordre est e´quivalent
au sche´ma centre´ classique de diffe´rences finies DLf (xl) =
1
2∆x [f (xl+1)− f (xl−1)], avec
∆x = D2−L, avec D la taille du domaine. Ainsi, l’AMR de Haar propose une approximation
au premier ordre (au sens du de´veloppement de Taylor) de la de´rive´e exacte.
On sait qu’un sche´ma de diffe´rences finies provoque un filtrage de la de´rive´e (voir annexe
D). Si on utilise cette multire´solution, il va falloir estimer l’influence de ce filtrage sur le
transport horizontal. On verra en outre aux chapitres 4 et 5 que l’utilisation de l’AMR de
Haar pour la repre´sentation du terme de´rive´e est source de bruit nume´rique dans notre e´tude.
3.6.2.3 Repre´sentation standard de la matrice des coefficients de connexion de
diffe´rentiation
Comme il a e´te´ dit au chapitre 2, la matrice des coefficients de connexion de de´rivation du
premier ordre 〈δΨ1,Ψ3〉 fournit une repre´sentation standard de l’ope´rateur de de´rivation pro-
jete´ dans l’espace multire´solution. Cette matrice 〈δΨ1,Ψ3〉 relie

−−−−→
∂N˜k
∂x
ϕ
J−−−−−→
∂N˜k
∂x
Ψ
L−1
 a`
 −−→˜NkϕJ−−−−→
N˜k
Ψ
L−1
.
La repre´sentation standard de la matrice des coefficients de connexion de diffe´rentiation
permet de visualiser la porte´e horizontale des interactions de´finie par l’AMR, et les interactions
entre e´chelles.
Ci-dessous sont donne´es des exemples de la repre´sentation standard de cette matrice pour
J = 3 et L = 7, et pour les AMR de Haar, Meyer et l’AMR hybride “HM” que nous de´finissons.
On a dessine´ a` chaque fois un quadrillage apparent afin de situer les e´chelles et visualiser les
interactions entre les e´chelles.
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Fig. 3.13 – Repre´sentation standard de l’ope´rateur de de´rivation 〈δΨ1,Ψ3〉 projete´ sur l’espace
de Haar
3.6.2.3.1 Multire´solution de Haar
La matrice est tre`s clairseme´e (pourcentage de vide=92%) et elle est non-diagonale (figure
3.13) : le terme de´rive´e au sens de Haar propose donc des interactions entre les e´chelles. A
noter la tre`s faible largeur des bandes, conse´quence du sche´ma de diffe´rences finies centre´es
(+1/2, -1/2) : seules les fluctuations les plus voisines d’une fluctuation centrale sont prises en
compte dans le calcul du terme de de´rive´e horizontale.
3.6.2.3.2 Multire´solution de Meyer
La figure 3.14 repre´sente la matrice des coefficients de connexion de diffe´rentiation de l’AMR
de Meyer pour diffe´rents seuils :
〈δΨ1,Ψ3〉 (i, j) = 0 si |〈δΨ1,Ψ3〉 (i, j)| < seuil (3.92)
Les fonctions de Meyer e´tant bien localise´es fre´quentiellement, la repre´sentation de la
matrice des coefficients de connexion de diffe´rentiation se rapproche du cas ide´al de Fourier,
pour lequel la matrice est diagonale. On retrouve (figure 3.14a) les interactions calcule´es plus
haut (paragraphe 3.6.2.1). Quand on se´lectionne les coefficients au-dessus d’un certain seuil
(figure 3.14b), il apparaˆıt une structure e´quivalente a` la repre´sentation de Haar, mais avec
des bandes plus larges : la porte´e horizontale des interactions est plus grande dans le cas de
l’utilisation de l’AMR de Meyer.
3.6.2.3.3 Multire´solution hybride Haar-Meyer
Il est propose´ ici une multire´solution hybride Haar-Meyer. Un traitement nume´rique correct
du terme de de´rive´e horizontal est tre`s important, et le fait est que l’AMR de Meyer donne
une approximation de la de´rive´e exacte des fonctions. On essaie ici de garder le traitement
Meyer du terme de´rive´e, tout en manipulant des coefficients de Haar.
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(a) seuil=10−16, 32.8% de vide
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(b) seuil=10−2, 63.7% de vide
Fig. 3.14 – Repre´sentation standard de l’ope´rateur de de´rivation projete´ sur l’espace de Meyer
pour diffe´rents seuils.
D’apre`s l’e´quation 2.53 et pour l’AMR de Meyer :
f ′(x) =
( −→
fϕJ−−→
fΨL−1
)t
Meyer
〈δΨ1,Ψ3〉tMeyer
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
Meyer
(3.93)
.
De´finissons par MH et HM les matrices de passage de la base de Meyer a` la base de
Haar, et inversement :
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
Haar
= HM.
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
Meyer
et
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
Meyer
= MH.
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
Haar
(3.94)
f(x) s’e´crit de diffe´rentes fac¸ons :
f(x) =
( −→
fϕJ−−→
fΨL−1
)t
Meyer
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
Meyer
(3.95)
et f(x) =
( −→
fϕJ−−→
fΨL−1
)t
Haar
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
Haar
=
( −→
fϕJ−−→
fΨL−1
)t
Haar
HM.
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
Meyer
.
(3.96)
Par identification : ( −→
fϕJ−−→
fΨL−1
)t
Meyer
=
( −→
fϕJ−−→
fΨL−1
)t
Haar
HM (3.97)
Ainsi, l’e´quation 3.93 devient :
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f ′(x) =
( −→
fϕJ−−→
fΨL−1
)t
Haar
[
HM 〈δΨ1,Ψ3〉tMeyerMH
]( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
Haar
(3.98)
=
( −→
fϕJ−−→
fΨL−1
)t
Haar
〈δΨ1,Ψ3〉HM
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
Haar
(3.99)
On de´finit une nouvelle matrice des coefficients de connexion de diffe´rentiation
pour l’AMR de Haar
〈δΨ1,Ψ3〉HM = HM 〈δΨ1,Ψ3〉tMeyerMH, (3.100)
qui est en fait la projection de la matrice de diffe´rentiation de Meyer sur la base de
Haar. La repre´sentation standard de 〈δΨ1,Ψ3〉HM est donne´e figure 3.15.
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Fig. 3.15 – Repre´sentation standard de l’ope´rateur de de´rivation hybride HM pour deux
seuils
La structure de la matrice est interme´diaire entre les structures des matrices de diffe´rentiation
pour les AMR de Haar et celle de Meyer : les interactions entre e´chelles sont assez pre´sentes,
suivant ainsi l’AMR de Haar. La porte´e horizontale des interactions est plus grande (bandes
plus larges) que pour le cas de Haar, suivant ainsi l’AMR de Meyer. On peut voir sur la figure
3.16 les valeurs des filtres ̥ψ,ψ , pour j = 6, pour l’AMR de Meyer et l’AMR hybride “HM”.
3.7 Premie`res analyses multire´solutions des interactions
La nouvelle formulation de l’ETR obtenue par sa de´composition dans un espace mul-
tire´solution a fait apparaˆıtre des coefficients de connexion, regroupe´s dans deux composants :
le tenseur d’interaction et la matrice de diffe´rentiation. Ces composants sont tout a` fait
ge´ne´raux, car ils ne de´pendent pas du milieu, mais uniquement de l’AMR choisie. Ils four-
nissent la “liste” donc les me´canismes des interactions. Mais ils ne permettent pas de deviner
si ces interactions ont lieu ou non. Ce seront les coefficients d’ondelette et d’e´chelle du mi-
lieu, autrement dit les he´te´roge´ne´ite´s du milieu aux diffe´rentes e´chelles, qui de´cideront des
interactions.
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Fig. 3.16 – Filtre ̥ψ,ψ pour j = 6
Apre`s avoir e´tudie´ les interactions e´le´mentaires fondamentales pour comprendre les inter-
actions entre e´chelles en jeu dans les processus radiatifs, nous analysons dans cette section
les interactions locales entre les e´chelles et leurs me´canismes. Ceci afin de re´pondre aux ques-
tions suivantes : comment un champ de rayonnement est-il perturbe´ lors de son interaction
avec un milieu ? Quel est le rapport entre les fluctuations du milieu et celles du champ de
rayonnement ? Pouvons-nous de´crire clairement l’effet des petites e´chelles sur les e´chelles plus
grossie`res ? Cette analyse des me´canismes des interactions entre e´chelles va faire apparaˆıtre la
notion d’efficacite´ d’interaction, de sources additionnelles dues aux he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel,
dont on peut, pour des cas simples, intuiter le signe. Ce dernier point est l’objet de la partie
3.7.3 qui souligne l’importance de l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ verticale du milieu nuageux.
3.7.1 Analyse des interactions locales entre les e´chelles
3.7.1.1 Perturbations du champ de rayonnement lors de son interaction avec le
milieu.
Il s’agit d’analyser ici a` quelles fluctuations donne naissance l’interaction d’une fluctuation
e´le´mentaire du rayonnement incident par le milieu, et comment le champ de rayonnement
est perturbe´. Les interactions entre e´chelles sont aborde´es du point de vue de l’ope´rateur
effectif d’interaction note´ T
αΨ2,Ψ3
au paragraphe 3.5.1.2. Cet ope´rateur agit sur le champ de
rayonnement incident pour produire un champ de rayonnement re´sultant de l’interaction :
T
αΨ2,Ψ3
: Nincident −→ Nre´sultant (3.101)
On distingue ici la fluctuation de type fonction d’e´chelle et de type ondelette, et on discute
de la position du tenseur dans l’e´quation (terme source ou terme puits). Pour se repre´senter
les choses, on adopte la sche´matisation des fluctuations e´le´mentaires de Haar de´ja` utilise´e
dans la figure 3.5, et on note A les fluctuations de type fonction d’e´chelle et D celles de type
ondelette.
3.7.1.1.1 Devenir d’une fluctuation de type A (fonction d’e´chelle)
Suite a` l’interaction d’une fluctuation de type A du champ incident avec les fluctuations du
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Fig. 3.17 – Re´sultat de l’interaction : fluctuation incidente de type A
milieu (fig. 3.17), il est cre´e´ des fluctuations de type A , et de type D a` la meˆme e´chelle que
celle de la fluctuation e´le´mentaire du milieu.
Le cas 3.17Aa conduit a` une extinction de la fluctuation A quand le tenseur est positionne´
dans le terme puits, et une production de fluctuation A vers toutes les directions de diffusion
donne´es par la fonction de phase, quand le tenseur est positionne´ dans le terme source diffusif.
Il y a re´plique des he´te´roge´ne´ite´s du milieu (cas 3.17Ab) dans le champ re´sultant.
Quand le tenseur est positionne´ dans le terme puits, la re´plique est accompagne´e d’un signe
ne´gatif, sinon, la re´plique est de meˆme signe.
3.7.1.1.2 Devenir d’une fluctuation de type D (ondelette)
L’interaction d’une fluctuation de type D du champ incident avec le milieu provoque
l’apparition de toute la gamme des fluctuations dans le champ re´sultant pour peu que
le milieu soit fluctuant a` diffe´rentes e´chelles (fig. 3.18).
Notons que si le tenseur est positionne´ dans le terme puits, il y a concurrence entre les
interactions cas 3.18Da (extinction), cas 3.18Db (production) et cas 3.17Ab (production) pour
diminuer ou augmenter la fluctuation de type D.
Le cas 3.18Dc est particulie`rement important : par ce me´canisme (qui fait interagir deux
fluctuations de meˆme e´chelle) et c’est le seul, une fluctuation de type D est a` l’origine de
fluctuations a` plus grande e´chelle, et en particulier de type A dans le champ re´sultant.
3.7.1.2 Action des fluctuations du milieu
Le point de vue que l’on adopte ici est diffe´rent : c’est celui des relations entre l’he´te´roge´ne´ite´
du milieu et le champ de rayonnement re´sultant de l’interaction, ou des me´canismes cre´ant
la corre´lation des deux champs. Il suffit pour cela d’intervertir les fluctuations des champs N
et α dans les sche´mas ci-dessus.
3.7.1.2.1 Effet d’une fluctuation du milieu de type A (fonction d’e´chelle)
Il y a re´plique de fluctuations du champ de rayonnement incident (fig. 3.19). Si le tenseur
est positionne´ dans le terme puits, il y a extinction des fluctuations de N proportionnellement
a` l’extinction moyenne du milieu ; s’il est dans le terme source, il y a cre´ation dans les directions
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Fig. 3.18 – Re´sultat de l’interaction : fluctuation incidente de type D
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Fig. 3.19 – Re´sultat de l’interaction : fluctuation du milieu de type A
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Fig. 3.20 – Re´sultat de l’interaction : fluctuation du milieu de type D
−→
Ω′ des fluctuations existantes dans le champ incident. C’est l’extinction et la diffusion dans
le sens “classique” du champ de rayonnement incident par le milieu.
3.7.1.2.2 Effet d’une fluctuation du milieu de type D (ondelette)
Chaque e´chelle des fluctuations de type D peut affecter l’ensemble des e´chelles du champ
de rayonnement (fig. 3.20). L’interaction avec les fluctuations a` grande e´chelle du champ de
radiance provoque la re´plique de la fluctuation D (cas 3.20a et b). L’interaction avec des
fluctuations de meˆme e´chelle provoquent la cre´ation dans le champ re´sultant de fluctuations
a` plus grande e´chelle (cas 3.20c). Enfin, le cas 3.20d correspond a` la re´plique dans le champ
re´sultant des fluctuations a` petite e´chelle du champ incident.
3.7.2 Me´canismes des interactions entre les e´chelles
Gardons a` l’esprit que ces me´canismes ont un caracte`re local. Dans la plupart des AMR, il
y a recouvrement des ondelettes ψj,k avec k variable ; une information sur la porte´e horizontale
des interactions se trouve dans le tenseur des interactions. Dans le cas de l’AMR de Haar, il n’y
a pas recouvrement des ondelettes, et le caracte`re local des interactions est renforce´. Hormis
cette de´croissance rapide du tenseur d’interaction en fonction des positions des fluctuations,
les effets des fluctuations avoisinant une fluctuation “centrale” sont repre´sente´s dans la matrice
des coefficients de diffe´rentiation, et la porte´e des interactions est de´finie par la largeur des
bandes de la matrice. Dans le cas de l’AMR de Haar, seuls les deux pixels voisins sont pris
en compte.
3.7.2.1 Bilan sur les interactions entre les e´chelles
On distingue deux types d’interactions entre e´chelles :
– les interactions ou` les deux fluctuations e´le´mentaires qui interagissent sont des fonctions
d’e´chelle.
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Fig. 3.21 – Remonte´e d’e´nergie dans les e´chelles en deux e´tapes
– les interactions complexes faisant intervenir des fluctuations de type ondelette qui
provoquent de nombreuses interactions entre les e´chelles des he´te´roge´ne´ite´s. En par-
ticulier, la pre´sence d’he´te´roge´ne´ite´s dans le champ nuageux a` diffe´rentes e´chelles pro-
voquent l’apparition de fluctuations a` ces meˆmes e´chelles dans le champ de rayonnement
re´sultant (fig. 3.17b), et chaque e´chelle de fluctuations du champ nuageux perturbe
l’ensemble des fluctuations A et D (fig. 3.20) ; en particulier l’interaction entre deux
fluctuations de meˆme e´chelle provoque une remonte´e d’e´nergie dans les e´chelles.
Grossie`rement, les interactions provoquent la re´plique des he´te´roge´ne´ite´s du milieu
dans le champ de rayonnement, puis ces interactions “parentes” interagissent entre elles,
provoquant la production de fluctuation de type A a` partir de fluctuations de type D. C’est
dans ce couplage entre les e´chelles que nous venons de de´crire que se de´finit le caracte`re
non-line´aire du transfert radiatif en milieu he´te´roge`ne.
3.7.2.2 Source additionnelle due aux he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel
Par source additionnelle, nous entendons la pre´sence de coefficients d’e´chelle dans le champ
de rayonnement re´sultant qui ne seraient pas apparus si le milieu n’e´tait pas fluctuant aux
e´chelles infe´rieures a` celle des pixels d’approximation, autrement dit, si les coefficients d’on-
delettes 〈α, ψ1〉 e´taient tous nuls.
3.7.2.2.1 “Cascade inverse d’e´nergie” en deux e´tapes
On ne conside`re ici que le cas b) des interactions de la figure 3.5, mais le raisonnement peut
eˆtre tenu avec l’interaction correspondant au cas c). Ces interactions entre e´chelles de´finissent
une “cascade inverse d’e´nergie” en deux e´tapes (fig. 3.21) : supposons que le rayonnement
incident soit homoge`ne. En premie`re e´tape, l’interaction avec le milieu he´te´roge`ne cre´e des
he´te´roge´ne´ite´s jumelles dans le champ (cas b) de la figure 3.17). Dans le champ atte´nue´
(direction de propagation), ces he´te´roge´ne´ite´s cre´e´es sont de signe oppose´. Dans le champ
diffus re´sultant de cette interaction, les he´te´roge´ne´ite´s cre´e´es sont de meˆme signe. Dans une
deuxie`me e´tape, ces he´te´roge´ne´ite´s cre´e´es interagissent a` leur tour avec les he´te´roge´ne´ite´s du
milieu (cas c) de la figure 3.20) : le re´sultat est la production de fluctuations de type fonction
d’e´chelle.
La pre´sence de fluctuations a` petite e´chelle dans le champ nuageux suffit donc a` produire
en deux interactions une remonte´e d’e´nergie de cette e´chelle vers l’e´chelle du pixel d’ap-
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proximation (fig. 3.21 ). Ce me´canisme base´ sur l’interaction de deux ondelettes de meˆme
e´chelle 2−j avec j ≥ J , est a` l’origine d’une source additionnelle de rayonnement a`
l’e´chelle 2−J du pixel d’approximation due aux interactions non-line´aires sous-pixel : si on
ne´glige ces interactions a` petite e´chelle, on ne´glige cette source additionnelle. Il faut noter que
si les he´te´roge´ne´ite´s du milieu rencontre´es dans les deux e´tapes sont de meˆme signe, la source
additionnelle cre´e´e est de signe positive dans le champ re´duit, et ne´gative dans le champ diffus
induit. Nous reviendrons plus loin sur cet aspect.
Le vocabulaire employe´ (cascade inverse d’e´nergie) est un peu “provocateur”, en tous
cas pour ceux qui e´tudient la turbulence. Le mot cascade est en effet re´serve´ et tradition-
nellement associe´ a` la description phe´nome´nologique de la turbulence par Richardson ; cette
cascade transfe`re l’e´nergie des grandes vers les petites e´chelles. Quand il s’agit de transfert
d’e´nergie des petites vers les grandes e´chelles, la communaute´ de la turbulence pre´fe`re parler
de “backscattering” d’e´nergie, mais le terme est source d’ambigu¨ıte´ dans le domaine du trans-
fert radiatif. Ce qui est propose´ ici est bien une tentative de description phe´nome´nologique
de la remonte´e d’e´nergie dans les e´chelles dans les processus de transfert radiatif en milieu
he´te´roge`ne.
3.7.2.2.2 Efficacite´ d’interaction
On rappelle ici les valeurs des coefficients de connexion pour l’AMR de Haar donne´es au
paragraphe 3.6.1.1 :
a)
+∞∫
−∞
ϕJ,k(x)ϕJ,k(x)ϕJ,k(x)dx = 2
J
2
b)
+∞∫
−∞
ψj1,k1(x)ψj1,k1(x)ψj3,k3(x)dx =
{
2
j3
2
−2 j32 avec j3 < j1
c)
+∞∫
−∞
ψj1,k1(x)ψj1,k1(x)ϕJ,k3(x)dx = 2
J
2
(3.102)
Il est a` noter qu’il n’y a pas d’e´chelles d’he´te´roge´ne´ite´ privile´gie´es dans ce me´canisme de
remonte´e d’e´nergie : en effet,
+∞∫
−∞
ψj1,k1(x)ψj1,k1(x)ϕJ,k3(x)dx = 2
J
2 ,∀j1 ≥ J . La valeur du
tenseur de connexion (2
J
2 ) peut eˆtre comprise comme l’efficacite´ de l’interaction. Cette
efficacite´ est inde´pendante de j1. Donc les diffe´rentes e´chelles des he´te´roge´ne´ite´s nuageuses
ont la meˆme capacite´ d’interaction sur les grandes e´chelles. Ce me´canisme d’interaction entre
e´chelles n’est pas plus efficace que le me´canisme d’interaction entre les fluctuations a` l’e´chelle
des fonctions d’e´chelle (cas a). Dans le cas de l’AMR de Meyer, les efficacite´s d’interaction
ont e´galement ce caracte`re d’invariance d’e´chelle. Les figures 3.22 montrent les valeurs maxi-
males des coefficients de connexion d’interaction pour les situations de remonte´e d’e´nergie
entre e´chelles
+∞∫
−∞
ψi(x)ψi(x)ψj(x)dx (avec J ≤ j et J ≤ i pour l’AMR de Haar, et J ≤ j
≤ i pour l’AMR de Meyer) , et
+∞∫
−∞
ψi(x)ψi(x)ϕJ(x)dx (avec J ≤ i). La convergence des
courbes vers le point le plus a` droite et d’ordonne´e 1 confirme que pour l’AMR de Haar et
de Meyer, la valeur de
+∞∫
−∞
ψi(x)ψi(x)ϕJ(x)dx est inde´pendante de l’e´chelle i. Pour l’AMR de
Meyer, contrairement a` l’AMR de Haar, l’interaction produisant une ondelette ψj a` partir de
deux ondelettes ψi a` plus petite e´chelle de´pend de l’e´chelle i, et l’efficacite´ d’interaction est
maximum pour i− j = 2 et i− j = 3. On peut constater la ressemblance de ces courbes.
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Fig. 3.22 – Efficacite´ d’interaction pour les situations de remonte´e d’e´nergie dans les e´chelles.
Les diffe´rentes courbes correspondent aux diffe´rentes e´chelles pour l’ondelette ψi . κj est soit
une ondelette (indice´e de 7 a` 0), soit une fonction d’e´chelle (indice´e 00).
Ge´ne´ralement, le spectre d’e´nergie des signaux d’e´paisseur optique ou de contenu en eau
nuageux est en loi puissance S(k) ∼ k−β avec β ∈ (1.2, 1.7). L’e´nergie de´croˆıt donc assez
rapidement dans les e´chelles. Les coefficients en ondelettes du milieu varient comme 2−
jβ
2 . En
deux e´tapes, une source additionnelle est cre´e´e d’ordre de grandeur (2
J
2 )2(2−
jβ
2 )2. Les deux
facteurs interviennent au carre´ car :
– le tenseur d’interaction (efficacite´ : 2
J
2 ) intervient deux fois,
– le coefficient d’ondelette cre´e´ dans le champ re´sultant (premie`re e´tape) est de l’ordre
de grandeur 2−
jβ
2 , et cette fluctuation agit a` son tour avec une ondelette pre´sente a` la
meˆme e´chelle.
La source additionnelle est donc d’ordre de grandeur 2J−jβ.
Si on simule le transfert radiatif sur un nuage de type bruit blanc qui a autant d’e´nergie
a` petite qu’a` grande e´chelle (β = 0), les sources cre´e´es seront tre`s e´nerge´tiques (2J) d’autant
plus que chaque e´chelle contribuera a` cette source avec la meˆme efficacite´. On comprend ainsi
que les he´te´roge´ne´ite´s a` toutes les e´chelles d’un champ nuageux perturbent fortement les
valeurs a` grande e´chelle des flux et radiances re´sultants, et que deux milieux tre`s diffe´rents a`
petite e´chelle produisent des quantite´s radiatives globales tre`s diffe´rentes.
Ceci e´tant dit, si l’efficacite´ d’interaction des petites e´chelles j sur les grandes e´chelles est
inde´pendante de j, les processus radiatifs d’interaction entre e´chelles ne sont pas invariants
d’e´chelles. Quand l’e´chelle des fluctuations est infe´rieure au libre parcours moyen local des
photons, qui de´pend de la position dans le nuage et de la direction du rayonnement, la
remonte´e d’e´nergie dans les e´chelles sera plus faible. Un changement de comportement a`
l’e´chelle ou` le support de l’ondelette passe par le libre parcours moyen des photons est a`
e´tudier dans le cadre de travaux sur le transfert radiatif 3D. Des e´tudes futures dans cette
direction sont certainement ne´cessaires.
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3.7.3 Importance de l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ verticale
Les me´canismes de remonte´e d’e´nergie dans les e´chelles en deux e´tapes de´crits plus haut
produisent des sources additionnelles. Nous avons de´ja` vu (paragraphe 3.7.2.2.1) qu’en fonc-
tion du terme de l’ETR que nous conside´rons, terme repre´sentant l’extinction du rayonne-
ment incident, ou terme repre´sentant la source de diffusion, la re´plique de l’he´te´roge´ne´ite´
du milieu dans le champ est de signe diffe´rent. Nous allons ici un peu plus loin et e´tudions
les conse´quences de l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ verticale du milieu, souvent conside´re´e dans
les calculs radiatifs. Ou plus ge´ne´ralement de l’hypothe`se de corre´lation (verticale) des
he´te´roge´ne´ite´s nuageuses le long de la propagation du rayonnement. Par corre´lation,
nous entendons ici “quand le signe des coefficients d’ondelettes de la fluctuation horizon-
tale d’e´paisseur optique est inchange´ le long de la propagation du rayonnement”. Conside´rant
un e´clairement vertical, il s’agit donc ici de corre´lation verticale. Dans le cas particulier d’une
hypothe`se d’homoge´ne´ite´ verticale, les coefficients d’ondelettes sont non seulement de meˆme
signe, mais ils sont de plus e´gaux.
Conside´rons l’e´clairement par un flux direct vertical et homoge`ne d’un nuage he´te´roge`ne
horizontalement et homoge`ne verticalement, et conside´rons un sche´ma diffusif simple a` deux
flux (le milieu diffuse le rayonnement verticalement, soit vers le haut, soit vers le bas). Le
proble`me est donc a` une dimension.
Etudions l’extinction du flux direct. On a vu le me´canisme de la remonte´e d’e´nergie
dans les e´chelles. En premie`re e´tape, des fluctuations de meˆme e´chelle que celles rencontre´es
dans le milieu sont cre´e´es dans le champ radiatif (fig. 3.21a), et elles sont de signe oppose´
(− (+ ∗+) → −). En deuxie`me e´tape, et puisque qu’il y a corre´lation des he´te´roge´ne´ite´s
nuageuses, les deux fluctuations interagissantes de meˆme e´chelle sont de signes oppose´s. Une
fluctuation de type fonction d’e´chelle est cre´e´e (fig. 3.21b) et elle est positive (− (+ ∗ −) → +).
Des sources additionnelles, conse´quences de la pre´sence d’he´te´roge´ne´ite´ horizontale dans le
champ nuageux, sont donc cre´e´es dans le champ re´duit, a` chaque endroit dans le nuage
ou` le me´canisme en deux e´tapes peut se produire. La source additionnelle dans le flux
direct atte´nue´ est positive : si on la ne´glige, on sous-estime le flux transmis. Ceci est l’illus-
tration de l’ine´galite´ de Jensen due a` la convexite´ des re´ponses radiatives : on sous-estime
syste´matiquement le flux direct transmis dans un calcul plan-paralle`le. Par la suite,
le calcul ne prenant pas en compte les he´te´roge´ne´ite´s nuageuses sous-pixel est appele´ calcul a`
l’e´chelle.
On trouvera dans l’annexe E le de´tail d’un calcul analytique a` l’aide de l’AMR de Haar,
et pour un cas d’e´cole. Ce calcul montre que les sources additionnelles dans le rayonnement
transmis et dans l’absorption par le milieu sont respectivement syste´matiquement positives
et ne´gatives.
Raisonnons maintenant par rapport au flux diffuse´ une fois. La premie`re e´tape cre´e
des fluctuations de meˆme e´chelle que celles rencontre´es et de meˆme signe (terme source
diffusif)(+ (+ ∗+) → +). S’il y a homoge´ne´ite´ verticale des fluctuations, une source addi-
tionnelle de signe ne´gatif (terme puits) sera cre´e´e lors de la deuxie`me e´tape (− (+ ∗+) →
−). De meˆme que pour le flux direct atte´nue´, a` chaque endroit dans le nuage ou` le me´canisme
en deux e´tapes peut se produire, des sources d’ordre de diffusion un, de signe ne´gatif, sont
cre´e´es. On surestime donc syste´matiquement la diffusion simple dans un calcul
plan-paralle`le (diffusion aussi bien vers le haut que vers la bas).
On pourrait poursuivre ce raisonnement simple et de´crire des me´canismes qui conduisent a`
des sources syste´matiquement de meˆme signe en fonction de l’ordre de diffusion. Nous verrons
au chapitre 5 qu’on retrouve nume´riquement ces tendances : des sources dues aux interactions
sous-pixel positives dans le flux direct transmis, des sources de signe ne´gatif pour la diffusion
simple, et de signes variables en fonction des ordres de diffusion plus e´leve´s. Des e´tudes plus
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pousse´es doivent eˆtre mene´es pour analyser l’effet des he´te´roge´ne´ite´s verticales.
Manipuler qualitativement des coefficients en ondelettes et retrouver des re´sultats connus
est rassurant. On a retrouve´ ici l’importance des couvertures fractionnaires en transfert ra-
diatif, ou des trous dans les nuages, et l’inade´quation de calcul “plan-paralle`le” pour ce type
d’he´te´roge´ne´ite´. En effet, un trou dans un nuage se construit avec des coefficients en on-
delettes non nuls aux bords des trous et aligne´s verticalement (illustration figure 3.23). En
e´clairement vertical, il y a corre´lation parfaite de ces coefficients le long de la propagation
du rayonnement ; et dans ce cas, les sources additionnelles dues a` la pre´sence de trous sont
importantes car toutes de meˆme signe.
Afin d’illustrer un peu plus cet aspect qualitatif, prenons l’exemple nume´rique sui-
vant : on calcule la transmission d’un rayonnement solaire vertical et homoge`ne a` travers une
couverture nuageuse pe´riodique de pe´riode 6.4 km et d’e´paisseur 2.5 km, dont le coefficient
d’extinction varie comme sur la figure 3.23a : le coefficient d’extinction vaut 1 km−1 quand la
couverture nuageuse est pre´sente, soit une e´paisseur optique de 2.5, et 0 bien suˆr a` l’endroit
du trou dans le nuage. Supposons que le nuage n’a que la proprie´te´ d’absorber le rayonne-
ment. Le flux transmis a` l’e´chelle correspond a` la transmission a` travers un nuage e´quivalent
(fig. 3.23b) dont le coefficient d’extinction est constant par morceaux. Les proprie´te´s optiques
de cette couverture nuageuse auraient e´te´ mesure´es par un satellite performant, mais dont
le point faible est son pixel de re´solution de 6.4 ∗ 2−3 = 800 m (on oublie ici la deuxie`me
dimension horizontale). On voit sur la figure 3.24 les flux transmis qu’on obtient pour cette
simulation : le flux transmis vrai, le flux transmis a` l’e´chelle, et la source additionnelle due
aux interactions sous-pixel. Dans ce cas, la source additionnelle est positive. Les re´sultats
nume´riques sont donne´s dans le tableau 3.1. Le flux vrai maximum correspond au calcul
avec la vraie distribution des proprie´te´s optiques. La source additionnelle, due a` l’effet des
he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel, est compte´e a` l’e´chelle des pixels de 800 m. Le flux vrai moyen
correspond a` la somme des flux transmis a` l’e´chelle et de la source additionnelle. Le re´sultat
nume´rique est donne´ dans le tableau 3.1.
pixel 4 pixel 5
Flux transmis a` l’e´chelle 0.515 0.458
Flux vrai maximum 1 1
Flux moyen vrai 0.756 0.713
Source additionnelle 0.241 0.255
Tab. 3.1 – Diffe´rents flux transmis a` travers le nuage “trou”.
Ainsi, en conside´rant le nuage e´quivalent basse re´solution (fig. 3.23b) :
– on sous-estime le flux transmis a` l’e´chelle des pixels de 800 m. L’erreur est de pre`s de
32% pour le pixel 4, et de 36 % pour le pixel 5,
– on ne voit pas que le flux transmis atteint la valeur de l’unite´ sur une distance horizontale
de pre`s de 1 km.
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Fig. 3.23 – De´composition multire´solution de type Haar d’un signal ” trou”. On visualise
le signal (a), puis sa de´composition en ondelettes : l’approximation a` l’e´chelle (J = 3) (b),
et les de´tails aux diffe´rentes e´chelles ((b) a` (h)). Le trou dans le nuage est re´alise´ quand les
coefficients d’ondelette non nuls sont aligne´s verticalement.
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Fig. 3.24 – Transmission a` travers la couverture nuageuse e´parse
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3.8 Formalisation multire´solution du transfert radiatif en milieu he´te´roge`ne
Nous revenons ici aux nouvelles formulations de l’ETR obtenue au paragraphe 3.5.1.1.
L’e´quation 3.58 a e´te´ e´crite pour chaque fluctuation e´le´mentaire de la fonction radiance ;
l’e´quation a pour inconnue
〈
N˜k,Ψ3
〉
(z, µ), l’un des coefficients d’e´chelle ou d’ondelettes
du vecteur
 −−→˜NkϕJ−−−−→
N˜k
Ψ
L−1
. L’inte´reˆt de cette e´criture de´taille´e est de distinguer les natures
diffe´rentes des interactions e´le´mentaires a` l’origine du gradient vertical de la fluctuation Ψ3
dans la direction µ : les interactions entre les fonctions d’e´chelle des deux champs – interac-
tions dˆıtes a` l’e´chelle, et les interactions entre ondelettes, a` l’origine de sources additionnelles
dues a` l’effet des he´te´roge´ne´ite´s du milieu aux petites e´chelles a` une plus grande e´chelle.
L’ETR multire´solution peut e´galement eˆtre e´crite sous une forme matricielle comme dans
l’e´quation 3.59 en manipulant non plus l’un des coefficients du vecteur ci-dessus mais le vecteur
entier. Cette e´criture plus compacte est inte´ressante si l’on veut simplement re´soudre par la
me´thode de Galerkin-Ondelette l’ETR. Elle peut conduire de fac¸on assez directe a` un code
de calcul qui manipule des tableaux de coefficients d’e´chelle et d’ondelette des champs. Mais
avec cette e´criture matricielle, on s’e´loigne de l’objectif fixe´, qui est la mise en lumie`re des
interactions entre e´chelles dans les processus radiatifs, leur quantification et pourquoi pas leur
parame´trisation.
Nous pre´fe´rons donc ici se´parer l’ETR a` l’e´chelle de la fonction d’e´chelle et aux e´chelles
plus fines et l’e´crire de fac¸on explicite. Comme la fonction d’e´chelle donne la “moyenne” a`
une certaine e´chelle des champs, nous employons dore´navant les terme de pixel et de sous-
pixel pour qualifier l’e´chelle a` laquelle on e´crit l’e´quation, se re´fe´rant ainsi aux images de
nuages prises depuis des radiome`tres satellise´s. Dans le cas de Haar, cette terminologie est
bien adapte´e ; elle l’est moins pour d’autres AMR ou` les “moyennes” qu’elles proposent sont
loin de la moyenne au sens classique.
Il apparaˆıt dans chacune des e´quations des termes de couplage entre les e´chelles, en
particulier les sources additionnelles de´ja` cite´es et e´tudie´es dans la partie pre´ce´dente. On fait
ici le lien avec la de´composition de Reynolds.
3.8.1 Transfert radiatif a` l’e´chelle des “pixels” d’approximation
Nous utilisons les meˆmes symboles que pre´ce´demment :
Quand Ψi est une fonction d’e´chelle,
∑
i
signifie
2J−1∑
k=0
. Quand Ψi est une ondelette,
∑
i
signifie
L−1∑
j=J
2j−1∑
k=0
.
µ± repre´sentent les directions montantes (µ+) et descendantes (µ−).
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µ±
∂
〈
N˜k (z, µ±) , ϕ3
〉
∂z
= −
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉Tϕ1,ϕ2,ϕ3
〈
N˜k
(
z, µ±
)
, ϕ2
〉
− ηQ˜
∑
1
〈δϕ1,ϕ3〉
〈
N˜k
(
z, µ±
)
, ϕ
1
〉
+ (1− δk,1) ω˜0
4
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉Tϕ1,ϕ2,ϕ3
1∫
0
P˜
(
µ±, µ′+
) 〈
N˜k−1
(
z, µ′+
)
, ϕ2
〉
dµ′+ (3.103)
+ (1− δk,1) ω˜0
4
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉Tϕ1,ϕ2,ϕ3
0∫
−1
P˜
(
µ±, µ′−
) 〈
N˜k−1
(
z, µ′−
)
, ϕ2
〉
dµ′−
+ δk,1
ω˜0
4
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉Tϕ1,ϕ2,ϕ3P˜ dir 〈fν (z, µ⊙) , ϕ2〉
+ Tψϕ1
(
µ±
)
+ Tϕψ2
(
µ±
)
+ Tψψ3
(
µ±
)
+ Sψ
(
µ±
)
Les cinq premiers termes de la partie droite de l’e´quation 3.103 de´pendent uniquement
de la fonction d’e´chelle. On peut conside´rer qu’ils repre´sentent l’ETR a` l’e´chelle des pixels
d’approximation (de taille de l’ordre de 2−J) de´finis par les fonctions d’e´chelle ϕJ,k de l’AMR
utilise´e.
Les trois termes additionnels Tψϕ1 (µ
±) , Tϕψ2 (µ
±) , Tψψ3 (µ
±) repre´sentent les contributions
a` la de´rive´e verticale de la fonction radiance a` l’e´chelle du pixel, des interactions entre α et
N˜k re´alisant un couplage entre les e´chelles.
Le premier terme repre´sente l’interaction des fluctuations sous-pixel du coefficient d’ex-
tinction avec les fluctuations a` l’e´chelle du pixel de la fonction radiance.
Tψϕ1
(
µ±
)
= −
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉Tψ1,ϕ2,ϕ3
〈
N˜k
(
z, µ±
)
, ϕ2
〉
+
ω˜0
4

∑
1
∑
2
〈α,ψ1〉Tψ1,ϕ2,ϕ3
1∫
0
P˜ (µ±, µ′+)
〈
N˜k−1 (z, µ′+) , ϕ2
〉
dµ′+
∑
1
∑
2
〈α,ψ1〉Tψ1,ϕ2,ϕ3
1∫
0
P˜ (µ±, µ′−)
〈
N˜k−1 (z, µ′−) , ϕ2
〉
dµ′−
 (3.104)
+ δk,1
ω˜0
4
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉Tψ1,ϕ2,ϕ3P˜ dir 〈fν (z, µ⊙) , ϕ2〉
Le second terme repre´sente l’interaction des fluctuations a` l’e´chelle du pixel du coefficient
d’extinction avec les fluctuations sous-pixel de la fonction radiance.
Tϕψ2
(
µ±
)
= −
∑
1
∑
2
〈α,ϕ1〉Tϕ1,ψ2,ϕ3
〈
N˜k
(
z, µ±
)
, ψ2
〉
+
ω˜0
4

∑
1
∑
2
〈α,ϕ1〉Tϕ1,ψ2,ϕ3
1∫
0
P˜ (µ±, µ′+)
〈
N˜k−1 (z, µ′+) , ψ2
〉
dµ′+
∑
1
∑
2
〈α,ϕ1〉Tϕ1,ψ2,ϕ3
1∫
0
P˜ (µ±, µ′−)
〈
N˜k−1 (z, µ′−) , ψ2
〉
dµ′−
 (3.105)
+ δk,1
ω˜0
4
∑
1
∑
2
〈α,ϕ1〉Tϕ1,ψ2,ϕ3P˜ dir 〈fν (z, µ⊙) , ψ2〉
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Le troisie`me terme repre´sente l’interaction des fluctuations sous-pixel du coefficient d’ex-
tinction avec les fluctuations sous-pixel de la fonction radiance.
Tψψ3
(
µ±
)
= −
∑
1
∑
2
〈α,ψ1〉Tψ1,ψ2,ϕ3
〈
N˜k
(
z, µ±
)
, ψ2
〉
+
ω˜0
4

∑
1
∑
2
〈α,ψ1〉Tψ1,ψ2,ϕ3
1∫
0
P˜ (µ±, µ′+)
〈
N˜k−1 (z, µ′+) , ψ2
〉
dµ′+
∑
1
∑
2
〈α,ψ1〉Tψ1,ψ2,ϕ3
1∫
0
P˜ (µ±, µ′−)
〈
N˜k−1 (z, µ′−) , ψ2
〉
dµ′−
 (3.106)
+ δk,1
ω˜0
4
∑
1
∑
2
〈α,ψ1〉Tψ1,ψ2,ϕ3P˜ dir 〈fν (z, µ⊙) , ψ2〉
Le quatrie`me terme additionnel Sψ (µ±) repre´sente la contribution de la de´rive´e horizon-
tale des ondelettes a` la fonction radiance a` l’e´chelle du pixel :
Sψ
(
µ±
)
= −ηQ˜
∑
1
〈δψ1,ϕ3〉
〈
N˜k
(
z, µ±
)
,ψ1
〉
(3.107)
La pre´sence de ce terme de couplage n’est pas duˆ aux he´te´roge´ne´ite´s du milieu. En effet,
le terme de´rive´e horizontal produit des fluctuations de type ondelette meˆme si le milieu est
homoge`ne, ceci afin d’assurer un de´calage horizontal de la fonction radiance en accord avec
sa direction de propagation
−→
Ω.
L’e´criture ci-dessus est tre`s ge´ne´rale. Dans le cas de l’AMR de Haar et en premie`re ap-
proximation pour toutes les multire´solutions (car l’AMR de Haar “re´sume” les interactions
entre les e´chelles), l’e´criture est bien plus simple :
–
∑
1
∑
2
〈α,ϕ1〉Tϕ1,ϕ2,ϕ3
〈
N˜k (z, µ±) , ϕ2
〉
se re´sume a`
〈
α, ϕJ,k3
〉
Tϕ
J,k3
,ϕ
J,k3
,ϕ
J,k3
〈
N˜k
(
z, µ±
)
, ϕ
J,k3
〉
(3.108)
– Tψϕ1 (µ
±) = 0,
– Tϕψ2 (µ
±) = 0,
– Tψψ3 (µ
±) est beaucoup plus simple que l’expression ge´ne´rale de l’e´quation 3.106. Dans
le cas de l’AMR de Haar, seules deux ondelettes strictement identiques – meˆme e´chelle
et meˆme position – interagissent de fac¸on efficace pour modifier le champ re´sultant
a` l’e´chelle des pixels d’approximation – celle de la fonction d’e´chelle. Dans l’e´quation
3.106, la double somme
∑
1
∑
2
, qui signifie
∑
j1
∑
k1
∑
j2
∑
k2
, est donc re´duite a`
∑
j1
∑
k1
∑
j2=j1
∑
k2=k1
.
Tψψ3 (µ
±) est donc la seule source additionnelle a` l’e´chelle des pixels d’approximation
due aux he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel.
3.8.1.1 Me´thode “Independent Wavelet Approximation”
Si dans l’e´quation 3.103, les termes additionnels pre´sente´s ci-dessus ne sont pas conside´re´s,
on ne´glige la variabilite´ nuageuse sous-pixel et ses effets radiatifs. Si, en plus, on ne compte
pas le terme
−ηQ˜
∑
1
〈δϕ1,ϕ3〉
〈
N˜k
(
z, µ±
)
, ϕ
1
〉
, (3.109)
on rend chaque pixel inde´pendant : on ne´glige alors le flux net horizontal duˆ a` la diffe´rence
des valeurs des coefficients d’extinction des pixels. Une me´thode “Independent Wavelet Ap-
proximation ” est alors de´finie, qui dans le cas de l’AMR de Haar est exactement e´quivalente
au calcul IPA.
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Dans la construction du code de transfert radiatif de´duit de cette e´tude et dans les calculs
dont les re´sultats sont pre´sente´s au chapitre 5, on e´crira le transfert radiatif a` l’e´chelle du
pixel en ne ne´gligeant pas le terme ci-dessus (e´quation 3.109) : le flux horizontal net calcule´
a` l’e´chelle ne sera donc pas nul et les pixels d’approximation ne seront pas inde´pendants.
3.8.1.2 Lien avec la de´composition de Reynolds
Nous revenons ici sur le proble`me de fermeture e´voque´ au chapitre introductif. [Stephens
1988b] et [Gabriel and Evans 1996] abordent le proble`me de fermeture en transfert radiatif
en se basant sur une de´composition de type Reynolds. La de´composition de Reynolds est
une approche statistique introduite pour de´crire la turbulence et pour obtenir les effets de la
turbulence sur l’e´coulement moyen. L’e´coulement turbulent est de´compose´ en deux parties :
un e´coulement moyen, et la partie turbulente. La variable U (la vitesse) s’e´crit donc :
U = U + U ′ (3.110)
Dans le cas des e´coulement turbulents, la moyenne n’est de´finie ni en tant que moyenne
spatiale, ni temporelle, mais en tant que moyenne sur un ensemble de re´alisations.
En introduisant la se´paration 3.110 dans l’e´quation de Navier stokes, on peut obtenir une
e´quation ayant pour inconnue U , qui ne de´pend que de valeurs moyennes, plus un terme addi-
tionnel, provenant du terme non-line´aire de l’e´quation, et re´sultat des effets de la turbulence
sur l’e´coulement moyen : le terme de covariance U ′iU
′
j . Un des proble`mes de la turbulence
est de savoir repre´senter ce terme additionnel du deuxie`me ordre. On peut montrer que ce
terme de´pend lui-meˆme de termes de troisie`me ordre, etc. Le proble`me de fermeture consiste a`
fermer ce syste`me, c’est-a`-dire a` parame´triser le terme a` un certain ordre n. Une des me´thodes
les plus simples est d’introduire la viscosite´ turbulente, par analogie a` la viscosite´ mole´culaire :
U ′iU
′
j = νT
(
∂U i
∂xj
+
∂U j
∂xi
)
(3.111)
[Stephens 1988b] aborde le proble`me de fermeture en transfert radiatif pour les cou-
vertures nuageuses fractionnaires sous l’angle du couplage entre les e´chelles. De meˆme qu’a`
l’e´quation 3.111, fermer le syste`me consiste a` repre´senter les termes d’interaction entre e´chelles
par des fonctions de´pendant seulement de quantite´s a` l’e´chelle des pixels. Ces fonctions sont
ge´ne´re´es par des ope´rateurs qui de´finissent de nouvelles proprie´te´s optiques du milieu et
une nouvelle ETR. [Gabriel and Evans 1996] de´veloppe une me´thode de fermeture de pre-
mier ordre pour des couvertures nuageuses fractionnaires, base´e sur la modification du terme
source diffusif de premier ordre, et un mode`le simple de couverture fractionnaire.
Montrons ici comment la de´composition multire´solution des e´quations permet d’aborder
ce proble`me de fermeture.
Re´e´crivons l’e´quation 3.45 en de´composant les champs α (x, z) et N˜k (x, z, µ) suivant
l’e´quation 3.110. L’ope´rateur moyenne est de´fini par
+∞∫
−∞
A(x)ϕJ,k(x)dx avec
+∞∫
−∞
ϕJ,k(x)dx = 1 (3.112)
Dans ce cas, la moyenne correspond au coefficient d’e´chelle a` la position k. Appliquons
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l’ope´rateur moyen a` l’e´quation 3.45. On obtient :
(1)
µ ∂∂z N˜
k (x, z, µ) =
(2)
−α (x, z)N˜k (x, z, µ)
(3)
−ηQ˜∂N˜
k (x, z, µ)
∂x
+
(4)
(1− δk,1) ω˜oα (x, z)
4
1∫
−1
P˜ (µ, µ′) N˜k−1 (x, z, µ′)dµ′
+
(5)
δk,1
ω˜oα (x, z)
4π
P˜ dirfν (~r)
(6)
−α′ (x, z) N˜k (x, z, µ)′
+
(7)
(1− δk,1) ω˜oα (x, z)
4
1∫
−1
P˜ (µ, µ′)α′ (x, z) N˜k (x, z, µ′)′dµ′
+
(8)
δk,1
ω˜oα (x, z)
4π
P˜ dirα′(x, z)f ′ν (~r)
(3.113)
Comparons cette e´quation avec l’e´quation 3.103 a` l’e´chelle du pixel avec l’AMR de Haar :
(1)
µ
∂
∂z
〈
N˜
k (z, µ) , ϕJ,k3
〉
= −
(2)〈
α, ϕJ,k3
〉
Tϕ
J,k3
,ϕ
J,k3
,ϕ
J,k3
〈
N˜
k (z, µ) , ϕJ,k3
〉
−
(3)
ηQ˜
∑
1
〈δϕ1,ϕ3〉
〈
N˜
k (z, µ) , ϕ1
〉
+
(4)
(1− δk,1)
ω˜0
4
〈
α, ϕJ,k3
〉
Tϕ1,ϕ2,ϕ3
1∫
−1
P˜
(
µ, µ
′
) 〈
N˜
k−1 (
z, µ
′
)
, ϕJ,k3
〉
dµ
′
+
(5)
δk,1
ω˜0
4
〈
α, ϕJ,k3
〉
Tϕ1,ϕ2,ϕ3P (µ, µ⊙) 〈fν (z, µ⊙) , ϕ2〉 (3.114)
−
(6)
L−1∑
j=J
2j−1∑
k=0
〈α,ψj,k1〉Tψj,k1 ,ψj,k1 ,ϕJ,k3
〈
N˜
k (z, µ) ,ψj,k1
〉
+
(7)
ω˜0
4
L−1∑
j=J
2j−1∑
k=0
〈α,ψj,k1〉Tψj,k1 ,ψj,k1 ,ϕJ,k3
1∫
−1
P˜
(
µ, µ
′
) 〈
N˜
k−1 (
z, µ
′
)
,ψj,k1
〉
dµ
′

+
(8)
δk,1
ω˜0
4
L−1∑
j=J
2j−1∑
k=0
〈α,ψj,k1〉Tψj,k1 ,ψj,k1 ,ϕJ,k3 P˜
dir 〈fν (z, µ⊙) ,ψj,k1〉
−
(9)
ηQ˜
∑
1
〈
δψj1,k1 ,ϕJ,k3
〉 〈
N˜
k (z, µ) ,ψj1,k1
〉
On reconnaˆıt dans les termes 1 a` 8 de l’e´quation 3.114 les termes 1 a` 8 de l’e´quation 3.113.
Les termes 6 a` 8 correspondent aux termes de covariance. Le terme 9 de l’e´quation 3.114 n’a
pas d’e´quivalent dans l’e´quation 3.113.
Le proble`me de fermeture du transfert radiatif peut donc eˆtre e´tudie´ avec cette analyse
multire´solution. Le terme
L−1∑
j=J
2j−1∑
k=0
〈α,ψj,k1〉Tψj,k1 ,ψj,k1 ,ϕJ,k3
〈
N˜k (z, µ) ,ψj,k1
〉
a pour e´quivalent
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le terme de covariance α′N ′. Des travaux ont de´bute´ dans cette voie, en particulier par le
biais d’une e´criture matricielle des e´quations. Des travaux futurs permettront de poursuivre
cette analyse.
3.8.2 Transfert radiatif a` l’e´chelle sous-pixel
On peut de meˆme e´crire l’ETR pour chaque e´chelle sous-pixel 2−j , mais on ne peut pas
utiliser l’e´criture simplificatrice pre´ce´dente.
Ici :
–
∑
i
signifie
2J−1∑
k=0
dans un cas pe´riodique et
∑
k∈ZZ
sinon,
– ψi signifie ψji,ki .
– Tψ1,ψ2,ψ3 re´unit les coefficients d’interaction pour j1 = j2 = j3 = j.
µ+
∂
〈
N˜k (z, µ±) , ψ3
〉
∂z
= −
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉Tψ1,ψ2,ψ3
〈
N˜k
(
z, µ±
)
, ψ
2
〉
− ηQ˜
∑
1
〈δψ1,ψ3〉
〈
N˜k,
(
z, µ±
)
, ψ
1
〉
+ (1− δk,1) ω0
4
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉Tψ1,ψ2,ψ3
1∫
0
P˜
(
µ±, µ′+
) 〈
N˜k−1,
(
z, µ+
)
, ψ
2
〉
dµ′+ (3.115)
+ (1− δk,1) ω0
4
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉Tψ1,ψ2,ψ3
0∫
−1
P˜
(
µ±, µ′−
) 〈
N˜k−1,
(
z, µ′−
)
, ψ
2
〉
dµ′−
+ δk,1
ω0
4π
∑
1
∑
2
〈
α, ψj,kjα
〉
Tψ1,ψ2,ψ3P˜
dir 〈fν (z, µ⊙) , ψ3〉
+ Tϕϕ1
(
µ±
)
+ Tϕψ2
(
µ±
)
+ Tψϕ3
(
µ±
)
+ Tψψ4
(
µ±
)
+ Sϕ1
(
µ±
)
+ Sψ2
(
µ±
)
Cette e´quation a la meˆme structure que l’e´quation 3.103. Les cinq premiers termes de
la partie droite de l’e´quation 3.115 repre´sentent la contribution a` la de´rive´e verticale des
fluctuations de la fonction radiance a` l’e´chelle 2−j , des interactions des fluctuations des fonc-
tions radiances et coefficient d’extinction a` cette meˆme e´chelle. Les six termes additionnels
Tϕϕ1 (µ
±) , Tϕψ2 (µ
±) , Tψϕ3 (µ
±) , Tψψ4 (µ
±) , Sϕ1 (µ
±) et Sψ2 (µ
±) repre´sentent les contributions
du couplage des interactions entre e´chelles des fluctuations (a` l’e´chelle du pixel et en dessous)
des fonctions radiances et coefficient d’extinction a` la de´rive´e verticale des fluctuations de la
fonction radiance a` l’e´chelle 2−j . Ces six termes sont explicite´s dans l’annexe F.
Dans le cas de l’AMR de Haar,
– Tψ1,ψ2,ψ3 = 0,
– Tϕϕ1 (µ
±) = 0,
– Tϕψ2 et T
ψϕ
3 se re´sume a` T
ϕψj3,k3
2 et T
ψj3,k3ϕ
3 ,
– Tψψ4 se re´sume a` T
ψj,kψj,k
4 avec j > j3.
L’ETR a` l’e´chelle du sous-pixel n’est donc que le re´sultat de couplages entre e´chelles
et d’interaction horizontale. Tϕψ2 (µ
±) correspond a` la re´plique de l’he´te´roge´ne´ite´ du milieu,
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Tψϕ3 (µ
±) a` l’atte´nuation (cas extinction) et a` la re´plique (cas diffusion) de l’he´te´roge´ne´ite´ du
rayonnement incident, Tψψ4 (µ
±) aux re´sultats des interactions des e´chelles plus fines.
Pour l’AMR de Meyer, il en est a` peu pre`s de meˆme, mais Tψ1,ψ2,ψ3 6=0 (voir fig 3.11b).
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Chapitre 4
Mise au point d’un nouveau code
de calcul du transfert radiatif
L’analyse en ondelettes de l’Equation du transfert radiatif de´taille´e au chapitre pre´ce´dent
permet de formaliser le proble`me du transfert radiatif en milieu he´te´roge`ne : la pre´sence dans
le champ d’extinction de fluctuations aux e´chelles infe´rieures a` celle des pixels dits d’approxi-
mation cre´ent des sources additionnelles identifiables. Nous avons pu ainsi e´crire l’ETR a`
l’e´chelle des pixels d’approximation (e´quation 3.103), dans laquelle des termes additionnels
apparaissent, et ceux-ci re´sultent des interactions entre les e´chelles. De plus, la partie 3.7 com-
porte quelques premie`res analyses de ces interactions. Toutefois, ces analyses ont un caracte`re
local : elles ne permettent pas de quantifier l’importance des petites e´chelles dans le champ
de rayonnement final. Pour cela, il faut calculer les quantite´s radiatives. Dans ce but, un code
de calcul du transfert radiatif a e´te´ mis au point, base´ sur la me´thode de Galerkin-ondelette
aplique´e a` l’ETR. Par la suite, on donne a` ce code le nom de WaveNum. Il est la traduction
dans un langage de programmation de l’e´criture des e´quations e´tablies au chapitre 3. Il est
base´ sur la de´composition azimutale en se´rie de Fourier de l’Equation du Transfert Radiatif,
sur la me´thode des ordres successifs de diffusion, et sur la de´composition horizontale mul-
tire´solution de type ondelette de l’e´quation. Seul le coefficient d’extinction est he´te´roge`ne. La
se´paration des fluctuations e´le´mentaires de types ϕ et ψ des champs de radiances et de coeffi-
cient d’extinction, la se´paration des e´quations a` l’e´chelle des pixels d’approximation a` l’e´chelle
sous-pixel, permettent de faire apparaˆıtre dans le calcul les sources additionnelles dues aux
he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel des proprie´te´s optiques du milieu. Ces se´parations empeˆchent une
e´criture matricielle comple`te de l’e´quation. En l’e´tat, le code n’a pas vocation et ambition
d’eˆtre le plus performant possible en terme de rapidite´ de calcul. D’ailleurs, le calcul se fait
avec le logiciel de calcul MATLAB, qui est re´pute´ pour n’avoir pas les meilleures performances.
Ce code n’a pas e´te´ construit pour re´soudre le transfert radiatif par un nouveau moyen, afin
de concurrencer d’autres codes de calcul existants : il a pour l’instant vocation a` eˆtre un
mode`le instrument [Brissaud et al. 1990], un outil d’analyse des proble`mes d’e´chelle dans le
transfert radiatif, un mode`le flexible et adaptable pour l’e´tude du transfert radiatif “3D”.
On de´taille dans ce chapitre comment les ETR multire´solutions sont re´solues nume´riquement,
quels choix ont e´te´ faˆıts. La premie`re section de´taille les aspects radiatifs de cette re´solution,
et n’est pas originale : elle reprend quelques solutions nume´riques classiques. Sont ensuite
aborde´s les aspects nume´riques a` prendre en compte dans ce type de mode´lisation. La sec-
tion suivante aborde les aspects lie´s a` l’utilisation de la me´thode de Galerkin-Ondelette :
la se´paration des quantite´s radiatives est explicite´e, ce qui faˆıt apparaˆıtre les sources addi-
tionnelles dues aux he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel du champ d’extinction ; les crite`res de choix, en
particulier nume´riques, des AMR ; la vacuite´ de composants de connexion. Enfin, quelques
informations sont donne´es sur les caracte´ristiques actuelles du code.
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4.1 Re´solution des ETR multire´solutions : aspects radiatifs
Voyons d’abord les aspects radiatifs, en particulier comment la fonction de phase est
repre´sente´e et choisie, comment les ETR sont inte´gre´es et l’augmentation de l’ordre de diffu-
sion est re´alise´e.
4.1.1 La fonction source
La fonction source
∫
4π
P
(
~r, ~Ω, ~Ω′
)
N
(
~r, ~Ω′
)
dω~Ω′ doit eˆtre calcule´e. La fonction de phase
est de´compose´e suivant des polynoˆmes de Legendre. L’inte´grale est calcule´e au moyen de
quadrature.
4.1.1.1 Repre´sentation de la fonction de phase
Il est classique de de´composer la fonction de phase sur une famille de polynoˆmes or-
thogonaux, en particulier les polynoˆmes de Legendre [Chandrasekhar 1960] [Thomas and
Stamnes 1999] :
P (cosΘ) =
∞∑
l=0
̟lPl(cosΘ) (4.1)
avec cosΘ = µµ′ +
(
1− µ2)1/2 (1− µ′2)1/2 cos (φ− φ′). En pratique, la somme se fera sur un
nombre fini de termes, M.
La de´composition azimutale de la fonction de phase (voir e´q. 3.31) s’e´crit :
P (~Ω, ~Ω′) = P (~Ω · ~Ω′) =
M∑
m=0
Pmc
(
µµ′ +
(
1− µ2)1/2 (1− µ′2)1/2 cos (φ− φ′)) cos [m (φ− φ′)]
(4.2)
On a ici alle´ge´ l’e´criture et enleve´ la de´pendance de P par rapport a` ~r. A partir des e´quations
4.1 et 4.2, et en exploitant le the´ore`me d’addition des harmoniques sphe´riques, on peut se´parer
les angles µ et µ′ et obtenir :
P (cosΘ) =
N∑
l=0
̟l
[
Pml (µ)P
m
l
(
µ′
)
+ 2
M∑
m=1
(l −m)!
(l +m)!
Pml (µ)P
m
l
(
µ′
)
cos
[
m
(
φ− φ′)]] (4.3)
avec Pml (µ) les polynoˆmes de Legendre associe´s (de´tail de cette de´composition dans
[Thomas and Stamnes 1999]).
En inversant les ordres de sommation, on e´crit :
P (cosΘ) =
M∑
m=0
(2− δ0,m)
N∑
l=m
̟ml P
m
l (µ)P
m
l
(
µ′
)
cos
[
m
(
φ− φ′)] (4.4)
avec ̟ml = ̟l
(l −m)!
(l +m)!
, l = m, ..., N, 0 ≤ m ≤ N (4.5)
En pratique, l’ordre de de´composition de Legendre de la fonction de phase sera le meˆme
que l’ordre de de´composition de Fourier azimutale.
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Les e´quations 3.56 et 3.57 sont modifie´es et on obtient la fonction source de premier ordre
(diffusion du rayonnement collimate´) et d’ordre (k − 1) :〈
δk,1
ω˜oα (x, z)
4π
P˜ dirfν (~r) ,Ψ3
〉
(4.6)
= δk,1(2− δ0,m) ω˜o
4π
∑
Ψ1
∑
Ψ2
〈α,Ψ1〉 (z) 〈fν ,Ψ2〉 (z, µ⊙)TΨ1,Ψ2,Ψ3
N∑
l=m
̟ml P
m
l (µ)P
m
l (µ⊙)
et〈
(1− δk,1) ω˜oα (x, z)
4
1∫
−1
P˜
(
µ, µ′
)
N˜k−1
(
x, z, µ′
)
dµ′,Ψ3
〉
(4.7)
= (1− δk,1) (2− δ0,m) ω˜o
4
∑
Ψ1
∑
Ψ2
〈α,Ψ1〉 (z)TΨ1,Ψ2,Ψ3
N∑
l=m
̟ml P
m
l (µ)
1∫
−1
Pml
(
µ′
) 〈
N˜k,Ψ2
〉 (
z, µ′
)
dµ′
On le voit dans l’e´quation 4.7, la se´paration des angles µ et µ′ permet de calculer plus
simplement la fonction source.
Dans cette e´tude, nous avons choisi la fonction de phase de Henyey-Greenstein :
PHG(cosΘ) =
1− g2
(1 + g2 − 2g cosΘ)3/2 (4.8)
L’inte´reˆt de cette fonction de phase est qu’elle ne de´pend que d’un parame`tre, le parame`tre
d’asyme´trie g, et que ses coefficients de Legendre sont tre`s simples :
̟l = (2l + 1)g
l. (4.9)
C’est l’une des raisons qui expliquent l’usage courant de cette fonction dans la communaute´
du transfert radiatif [Lenoble 1993].
Pour repre´senter une fonction de phase tre`s asyme´trique (|g| >> 0), il est ne´cessaire
d’utiliser un ordre de de´composition e´leve´, sans quoi la diffusion arrie`re est tre`s oscillante.
C’est pourquoi nous avons commence´ par utiliser le cas particulier qu’est la fonction isotrope
PHG(cosΘ) = 1 obtenue pour g = 0, soit ̟0 = 1 et ̟l = 0 quand l > 0. L’allure de la
fonction de phase d’Henyey-Greenstein est donne´e figure 4.1 pour quelques valeurs de g.
4.1.1.2 Formule de quadrature angulaire
Une me´thode classique consiste a` calculer l’inte´grale par une combinaison line´aire ponde´re´e
des valeurs P (µ±, µ′)
〈
N˜ (µ′) ,Ψ
〉
en certains points de discre´tisation : ce sont les me´thodes
de quadrature [Chandrasekhar 1960]. Les points en question sont appele´s points de quadra-
ture et des poids leurs sont associe´s. Soient
(
µ1, µ2, ..., µNq
)
les points de quadrature et leurs
poids associe´s
(
W (µ1) ,W (µ1) , ...,W
(
µNq
))
.
L’inte´grale est approxime´e par :
1∫
−1
P
(
µ, µ′
) 〈
Nmc/s
(
µ′
)
,Ψ
〉
dµ′ =
Nq∑
j=1
W
(
µ′j
+
)
P
(
µ, µ′j
+
) 〈
Nmc/s
(
µ′j
+
)
,Ψ
〉
+
Nq∑
j=1
W
(
µ′j
−)P (µ, µ′j−) 〈Nmc/s (µ′j−) ,Ψ〉 (4.10)
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Fig. 4.1 – Allure de la fonction de phase d’Henyey-Greenstein pour quelques valeurs de g
Points de
quadrature
0.9894 0.9446 0.8656 0.7554 0.6179 0.4580 0.2816 0.0950
Poids de
quadrature
0.0271 0.0623 0.0951 0.1246 0.1496 0.1691 0.1826 0.1894
Tab. 4.1 – Points et poids de Gauss pour les radiances montantes et pour 8 angles
Diffe´rents sche´mas de quadrature sont disponibles, des sche´mas ferme´s, ouverts (µ1, µ2, ..., µNq
avec µ1 > 0, µNq < 1.), et semi-ouverts. Dans notre cas, un sche´ma ouvert en ze´ro (angle
ze´nithal de 90◦) est ne´cessaire parce qu’on ne peut pas calculer la valeur de la de´rive´e pour
cet angle.
La quadrature utilise´e ici est le sche´ma ouvert de Gauss-Legendre (ou de double Gauss-
Legendre quand on veut se´parer les deux he´misphe`res). Les points de quadrature de Gauss-
Legendre correspondent aux ze´ros des polynoˆmes de Legendre. [Chandrasekhar 1960] donne
une condition entre le nombre de points de quadrature n et l’ordre maximal des polynoˆmes
de Legendre N pour que l’inte´grale soit exacte :
4n− 1 > 2N (4.11)
En pratique, cette condition n’est pour l’instant pas respecte´e pour des raisons lie´es aux
contraintes du calcul nume´rique. La table 4.1 donne les points et les poids de quadrature pour
un sche´ma de Gauss simple et pour 8 angles entre 0◦ et 90◦ a` la pre´cision 10−4. Une pre´cision
plus grande est utilise´e dans le calcul (10−14).
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4.1.2 Inte´gration nume´rique des ETR multire´solutions
L’Equation du Transfert Radiatif est une e´quation locale. La re´solution du transfert radia-
tif se re´sout par l’inte´gration de cette e´quation. L’utilisation de quadrature ouvre la voie vers
la re´solution de l’e´quation du transfert radiatif par un syste`me line´aire d’e´quations couple´es
d’inconnues N (µi), i = ±1, ..,±n. La re´solution de ce syste`me line´aire peut se faire matri-
ciellement par la recherche de valeurs et de vecteurs propres : c’est la me´thode dite des
ordonne´es discre`tes. Par exemple pour la solution a` deux flux, la solution comple`te est une
combinaison line´aire des solutions exponentielles pour les deux valeurs propres du syste`me
[Thomas and Stamnes 1999]. Par exemple, le code DISORT de la NASA est base´ sur ce prin-
cipe. Associe´e a` une me´thode de adding-doubling, cette me´thode permet de re´soudre en une
fois le transfert radiatif dans tout le nuage. C’est ce qui est utilise´ dans [Stephens 1988a] et
[Stephens 1988b].
Cependant, dans cette premie`re tentative pour re´soudre les e´quations du transfert radiatif
sous forme multire´solution, nous utilisons une approche plus primitive de l’inte´gration des
e´quations. Le gradient vertical est exprime´ sous sa forme explicite :
dN
dz
=
N(z + ∆z)−N(z)
∆z
.
Cette approche nous permet d’e´tudier l’effet du pas vertical sur la solution, d’e´tudier le
phe´nome`ne de Gibbs (a` l’origine de bruit nume´rique se propageant a` partir des points de
discontinuite´s et tre`s proble´matique pour l’analyse en ondelettes tout autant que l’analyse
en Fourier), et d’e´tudier le proble`me du transport horizontal du rayonnement re´alise´ par le
terme de de´rive´e horizontale.
Des allers et retours dans le nuage re´alisent l’inte´gration nume´rique des e´quations et l’aug-
mentation de l’ordre de diffusion (voir les figures 4.2). Ils permettent d’obtenir les fonctions
source pour chaque ordre de diffusion, de faire s’atte´nuer cette source le long de sa direction
de propagation et d’aller chercher pour chaque descente/monte´e dans le nuage la condition a`
la limite basse/haute du nuage.
4.2 Aspects nume´riques
Des proble`mes nume´riques apparaissent lors de l’inte´gration nume´rique des e´quations. Ils
sont lie´s en partie a` l’utilisation des AMR.
4.2.1 Proble`me d’e´chantillonnage ou de discre´tisation
Le proble`me d’e´chantillonnage apparaˆıt lors du passage du continu au discret [Mallat
1998]. L’e´chantillonnage d’un signal sur l’intervalle T provoque la pe´riodisation de la trans-
forme´e de Fourier de ce signal avec pour pe´riode 2π/T . Si le support fre´quentiel de f̂ est inclus
dans [−π/T, π/T ], le the´ore`me de Shannon-Whittaker prouve que le signal continu peut eˆtre
restitue´ par la donne´e des valeurs e´chantillonne´es de f . Si le support fre´quentiel de f̂ n’est
pas inclus dans [−π/T, π/T ], la pe´riodisation modifie la fonction f̂ dans l’intervalle couvrant
une pe´riode, provoquant une modification (augmentation) du contenu a` haute fre´quence du
signal ; c’est le phe´nome`ne d’aliasing ou de repliement du spectre. Si le support fre´quentiel
du signal est infini (comme pour une gaussienne par exemple), on aura the´oriquement tou-
jours des proble`mes d’aliasing : le signal reconstitue´ passera bien par certains points du signal
initial, ceux e´chantillonne´s, mais entre ces points, l’interpolation sera mauvaise. La fre´quence
maximale a` laquelle on a acce`s pour de´crire harmoniquement (fre´quentiellement) le signal est
appele´e fre´quence de Nyquist et vaut la moitie´ de la fre´quence d’e´chantillonnage. Si le signal
a un support fre´quentiel borne´, une de´composition tronque´e en Fourier pourra reconstituer
parfaitement le signal, pour peu que l’e´chantillonnage suffisamment fin du signal propose une
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Fig. 4.2 – Sche´matisation des allers et retours dans le nuage, conduisant a` l’obtention des
sources aux diffe´rents ordres de diffusion et a` leur extinction
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fre´quence de Nyquist supe´rieure a` la borne haute du support fre´quentiel, e´vitant ainsi les
proble`mes d’aliasing.
Inversement et c’est important dans notre cas, un calcul base´ sur l’e´chantillonnage dans
l’espace de Fourier d’une fonction f̂ implique la pe´riodicite´ du signal f . Cette re`gle a e´te´ prise
en compte lors du calcul des coefficients de connexion de l’AMR pe´riodique de Meyer, calcul
base´ sur la de´finition analytique des fonctions de Meyer dans l’espace fre´quentiel.
4.2.2 Phe´nome`ne de Gibbs
L’effet de Gibbs est un phe´nome`ne qu’il faut avoir a` l’esprit quand on utilise une de´composition
de type ondelettes, car dans la grande majorite´ des multire´solutions “sur le marche´”, cet effet
intervient. Le the`me “phe´nome`ne de Gibbs et ondelettes” est traite´ tre`s en de´tail par [Walter
and Shen 2001].
De quoi s’agit-il ? Il s’agit d’un limitation intrinse`que des bases orthogonales de type
Fourier ou ondelettes pour repre´senter parfaitement une discontinuite´ forte d’un signal. Les
valeurs diffe´rentes des limites a` gauche et a` droite en un point x0, produit un phe´nome`ne
d’“overshoot” en ce point, phe´nome`ne qui ne peut eˆtre corrige´ par une augmentation de
la de´composition. Contrairement au proble`me d’e´chantillonnage pour un support fre´quentiel
borne´, il est vain d’augmenter la taille des e´chantillons pour espe´rer annuler l’effet de Gibbs :
il est intrinse`que a` cette me´thode.
Cet effet est pre´sent pour les multire´solutions habituelles proposant des fonctions d’e´chelle
appartenant a` l’espace de Sobolev a` l’ordre r, c’est-a`-dire des fonctions d’e´chelle dont les
de´rive´es sont a` de´croissance rapide jusqu’a` l’ordre r. C’est le cas des fonctions de Meyer.
Ainsi les calculs effectue´s avec la multire´solution de Meyer pre´sentent un bruit nume´rique
de type Gibbs pour tout signal assez irre´gulier. Les principaux proble`mes nume´riques auront
pour origine la propagation de ce bruit lors de l’inte´gration verticale des e´quations.
Selon [Walter and Shen 2001], les seules multire´solutions qui font exceptions et ne souffrent
pas d’effet de Gibbs sont celle de Haar et les multire´solutions proposant des fonctions d’e´chelle
a` valeur positive.
4.2.3 Discre´tisation verticale
L’inte´gration verticale des e´quations fournira des re´sultats corrects si le pas de discre´tisation
est suffisamment faible. En effet, deux conditions sont a` ve´rifier.
La premie`re condition est que les phe´nome`nes physiques soient bien repre´sente´s. En effet,
l’Equation ge´ne´rale du Transfert Radiatif (3.15) est valable pour un volume e´le´mentaire dans
lequel la diffusion est simple. Si ce n’est pas le cas, le milieu est optiquement plus e´pais et
la diffusion multiple a des chances de se produire. L’albe´do de diffusion simple ω˜o(~r) n’est
plus alors judicieux pour quantifier la fonction source. Cela impose des volumes e´le´mentaires
re´duits quand le coefficient d’extinction est important.
La deuxie`me condition est mathe´matique : la loi d’extinction de Beer obtenue par inte´gration
de l’e´quation 3.11 indique que l’e´nergie radiative de´croˆıt de fac¸on exponentielle. Le de´veloppement
limite´ au premier ordre de la fonction exponentielle est ex = 1 + x + o(x). L’approximation
est correcte si x << 1.
Ces deux conditions imposent des pas de dicre´tisation verticale limite´s. Ceci est d’autant
plus vrai plus pour les directions de propagation du rayonnement tre`s incline´es sur l’hori-
zontale (ds = dz/ cos θ). Par exemple, pour la direction la plus horizontale propose´e par la
quadrature de Gauss, 1/ cos(85◦) ≃ 11.5). Quand le milieu est de´coupe´ en boˆıtes e´le´mentaires,
il suffit de choisir des tailles de boˆıte suffisamment petites. C’est pourquoi dans le code ra-
diatif SHDOM de Evans [Evans 1998], la grille est rede´coupe´e localement quand l’e´paisseur
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optique est trop importante, en conside´rant qu’il y a homoge´ne´ite´ en dessous de l’e´chelle de la
grille initiale. [Lenoble 1985] donne une condition empirique reliant la discre´tisation verticale
a` utiliser a` l’e´paisseur optique locale maximale et a` la valeur minimale du cosinus des angles
ze´nithaux conside´re´s.
Quand on utilise suivant les directions horizontales une de´composition spectrale des fonc-
tions radiances, que devient le crite`re pour respecter ces conditions ? [Stephens 1988a] propose
un crite`re lie´ a` la me´thode des ordonne´es discre`tes qu’il utilise. Dans notre cas, nous avons
estime´ la discre´tisation verticale a` adopter de fac¸on empirique et a` partir de conside´rations
portant sur le terme de de´rive´e horizontale. En effet, a` cause de ce terme de´rive´e,
l’e´nergie du signal a` haute fre´quence augmente beaucoup. Ce proble`me apparaˆıt e´galement
en analyse spectrale de type Fourier tout simplement parce que (einx)′ = ineinx : la de´rive´e
induit des termes e´leve´s a` haute fre´quence. Ceci est l’e´quivalent du terme 2j en facteur dans les
e´quations 3.81, 3.82 et 3.83, terme compris dans la matrice 〈δΨ1,Ψ3〉. Si le pas de discre´tisation
verticale du sche´ma nume´rique est trop important, cette augmentation d’e´nergie a` petite
e´chelle, associe´e aux effets de Gibbs, devient incontroˆlable. Dans notre e´tude, le terme de´rive´e
est repre´sente´ par :
tan θ
∑
Ψ1
〈
N˜k,Ψ1
〉
〈δΨ1,Ψ3〉 . (4.12)
Le proble`me apparaˆıt donc surtout pour des directions de propagation tre`s incline´es sur
l’horizontale (tan(85◦) ≃ 11.4). La valeur maximale des coefficients dans la matrice de
diffe´rentiation 〈δΨ1,Ψ3〉 sera e´galement a` conside´rer. Elle de´pendra de l’analyse multire´solution.
On reviendra sur cet proble`me dans le paragraphe 4.4. Un crite`re empirique a e´te´ retenu dans
ce travail : la discre´tisation verticale doit respecter la relation :
max(tan θ〈δΨ1,Ψ3〉 pas
domaine
) < 0.2, (4.13)
avec pas : le pas vertical et, domaine : la dimension d’une pe´riode horizontale.
Concre`tement, cette augmentation d’e´nergie a` haute fre´quence nous a oblige´ a` employer
une technique de filtrage.
4.2.4 Filtrage
Le traitement du terme de´rive´e demande un filtrage a` haute fre´quence des fonctions ra-
diance. Filtrer les hautes fre´quences est une pratique commune pour la re´solution nume´rique
de l’e´quation de Navier-stokes a` cause de sa non-line´arite´. Ici, cette ope´ration est tre`s de´licate,
car on ne doit pas “tuer” les hautes fre´quences puisqu’on s’inte´resse a` leurs effets a` plus grande
e´chelle. Utiliser l’AMR de Haar et filtrer les coefficients de Haar a` petite e´chelle n’est pas une
bonne solution, car les fonctions de Haar e´tant tre`s mal localise´es fre´quentiellement, on mo-
difie ainsi toutes les e´chelles spectrales. En revanche, le filtrage des coefficients d’ondelette de
Meyer re´pond bien au proble`me, les ondelettes de Meyer e´tant bien localise´es spectralement.
Quand on utilise l’AMR de Haar, cela suppose de “jongler” avec les coefficients en ondelette
des deux multire´solutions. Pour e´viter des allers et retours entre les deux repre´sentations,
on utilise les matrices de passage HM et MH de´finies au paragraphe 3.6.2.3.3. La figure
4.3 illustre le filtrage ope´re´ sur les coefficients de Meyer (fig. 4.3a) et la conse´quence sur les
coefficients de Haar (fig. 4.3b). Dans ces figures sont repre´sente´s les vecteurs des coefficients
de Meyer et de Haar. Pour une e´chelle de re´solution L = 7, les vecteurs sont de dimension
128, et les 64 dernie`res valeurs correspondent a` celles des 64 coefficients d’ondelette d’e´chelle
la plus fine. Les courbes en bleu indiquent les valeurs des coefficients avant le seuillage, les
courbes en rouge les valeurs apre`s le seuillage. On observe que le seuillage des coefficients de
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Meyer a` l’e´chelle la plus fine entraine un filtrage des coefficients de Haar sur toute la gamme
des e´chelles (au sens de Haar).
4.3 Aspects concernant l’analyse multire´solution
4.3.1 Se´paration des quantite´s radiatives
Un des inte´reˆts de l’approche de´veloppe´e dans ce travail de the`se est de pouvoir de´tailler
les interactions e´le´mentaires a` l’origine des valeurs moyennes des flux et radiances dans chaque
“pixel” d’approximation. Les quantite´s radiatives moyennes Q, a` une certaine e´chelle et loca-
lise´es, sont proportionnelles aux coefficients d’e´chelles 〈Q,ϕ〉 des champs de rayonnement :
Q(k) = 2
J
2 〈Q,ϕJ,k〉 avec
{
J : e´chelle d’approximation
k : indice de position, k ∈ [0; 2J − 1] (4.14)
On distingue dans le calcul, d’une part les quantite´s radiatives dˆıtes a` l’e´chelle, conse´quences
de l’interaction du rayonnement par le champ nuageux he´te´roge`ne repre´sente´ seulement par ses
coefficients d’e´chelle (donc une version basse re´solution de la variabilite´ nuageuse), et d’autre
part les quantite´s radiatives dues aux interactions sous-pixel, sources additionnelles, re´sultat
de l’effet des fluctuations aux petites e´chelles du champ nuageux. Les quantite´s qui sont
re´sultat des interactions a` l’e´chelle seront indice´es J , et celles qui re´sultent des interactions
sous-pixel via un couplage entre les e´chelles seront indice´es sub. Ainsi, quand un calcul fera
intervenir un coefficient d’ondelette du champ d’extinction, le re´sultat de cette interaction
e´le´mentaire sera indice´ sub.
WaveNum manipule (et fournit) donc deux familles de coefficients de champs de radiances,
une famille J et une famille sub. Cet objectif de se´paration des quantite´s radiatives a pour
conse´quence une e´criture particulie`re et oriente´e du code de calcul, et un doublement (ou
presque) du nombre d’ope´rations lors de son exe´cution. Les deux familles de coefficients ne sont
pas inde´pendantes : si les coefficients indice´s J se calculent inde´pendamment des coefficients
sub, ces derniers en revanche de´pendent des premiers : quand une interaction e´le´mentaire fait
intervenir un coefficient indice´ J du champ de radiance et un coefficient d’ondelette du champ
d’extinction, le re´sultat de l’interaction porte l’indice sub.
Ainsi, on notera par la suite, d’une part fluxJ et radianceJ , d’autre part fluxsub et
radiancesub, les flux et radiances calcule´s respectivement a` l’e´chelle et dus aux interactions
entre e´chelles. La somme de ces quantite´s radiatives fournit le champ de rayonnement total
note´ sans indice, conse´quences de la totalite´ des interactions entre le champ de rayonnement
et le champ nuageux. C’est ce dernier champ de rayonnement qui sera compare´ au de´but du
chapitre suivant avec les re´sultats de simulations des codes SHDOM et Monte Carlo, ceci afin
de valider le calcul.
4.3.2 Choix de la multire´solution
Comme nous l’avons vu aux chapitres 2 et 3, il n’y a pas de multire´solution “parfaite”,
et le choix de l’AMR va de´pendre de l’application. Dans ce qui nous pre´occupe, deux points
sont a` conside´rer.
En premier lieu, quelle est la “vision” que nous impose l’AMR ? Nous avons vu au chapitre
2 que le principe d’Heisenberg fait qu’on ne peut pas avoir une bonne localisation des fonctions
a` la fois dans le domaine spectral et dans le domaine physique. Le choix d’une AMR nous
fera pre´fe´rer un domaine plutoˆt que l’autre. Est-ce utile dans notre cas d’avoir cette double
localisation ? Qu’entendons-nous en fait par interaction entre e´chelles : est-ce entre les e´chelles
spatiales ? L’AMR de Haar propose alors une vision tre`s claire des e´chelles et des interactions.
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Fig. 4.3 – Effet du filtrage a` la plus haute fre´quence.
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Est-ce au sens des nombres d’onde ? Dans ce cas, les AMR de Meyer et de Shannon sont
pre´fe´rables. Ce de´bat est-il seulement conceptuel ? Un des objectifs de cette the`se est d’essayer
de re´pondre a` ces questions.
En deuxie`me lieu, l’AMR utilise´ doit nous permettre un calcul pre´cis et faisable. Le cal-
cul sera pre´cis si l’e´valuation des coefficients de connexion est bonne. Il sera faisable en
conside´rant les performances actuelles et a` venir des mate´riels informatiques, en terme de
rapidite´ d’exe´cution, de capacite´ de stockage, de me´moire vive.
Nous de´taillons ci-dessous les qualite´s et de´fauts des AMR de Meyer et de Haar, puis nous
nous inte´ressons aux aspects nume´riques concernant les composants de connexion.
4.3.2.1 AMR de Meyer versus AMR de Haar
Ces deux AMR ont e´te´ utilise´es car elles sont tre`s oppose´es l’une de l’autre. L’AMR de
Shannon n’a pas e´te´ retenue a` cause de la tre`s mauvaise localisation de ses fonctions dans
l’espace physique. L’AMR de Meyer paraˆıt eˆtre un bon compromis.
Comme nous l’avons dit, l’inte´reˆt de l’AMR de Meyer est la bonne localisation des fonc-
tions dans le domaine fre´quentiel. Si nous adoptons le point de vue e´chelle = nombre d’onde,
l’AMR de Meyer est bien place´e pour e´tudier les interactions entre e´chelles.
Le calcul des coefficients de connexion de Meyer n’est pas trivial. L’utilisation classique des
filtres miroirs conjugue´s pour calculer ces coefficients [Perrier and Wickerhauser 1999] n’est
pas la bonne solution car ces filtres sont force´ment tronque´s. Nous l’avons vu dans la partie
3.6, les de´finitions analytiques dans l’espace de Fourier des fonctions de Meyer permettent, via
le the´ore`me de Parseval, d’exprimer analytiquement les coefficients de connexion d’interaction
et de diffe´rentiation. La pe´riodisation du proble`me permet, moyennant pre´cautions, de faire
le calcul a` partir de l’espace de Fourier des coefficients de connexion par des transforme´es
de Fourier inverse. Les proprie´te´s d’invariance des coefficients de connexion permettent de
ne calculer que le noyau des coefficients suffisants, les autres en e´tant de´duits. Le de´tail du
calcul des coefficients de connexion de Meyer et leurs proprie´te´s sont donne´s respectivement
dans les annexes C et B. De plus, cette AMR est performante pour traiter le terme de´rive´e
horizontal car elle donne une approximation de la de´rive´e exacte. Cependant, comme nous
allons le voir, des bruits nume´riques apparaissent avec cette AMR, dus au phe´nome`ne de
Gibbs, qui n’existent pas pour l’AMR de Haar, et les fonctions de Meyer n’e´tant pas tre`s
bien localise´es dans l’espace physique, le tenseur d’interaction sera beaucoup plus plein donc
le calcul beaucoup plus lourd. Cette lourdeur des calculs risque d’eˆtre de´terminante dans le
choix de l’AMR utilise´e.
Le grand inte´reˆt de l’AMR de Haar re´side dans la de´finition simple des fonctions d’e´chelle
et d’ondelette et la compacite´ de leurs supports physiques. Si nous adoptons le point de
vue e´chelle=taille d’un support dans le domaine physique, l’AMR de Haar est alors la mieux
place´e pour e´tudier les interactions entre e´chelles. Les conse´quences de ces de´finitions sont
des interactions entre e´chelles re´sume´es a` l’essentiel, donc une grande vacuite´ du tenseur
d’interaction, pas de phe´nome`ne de Gibbs pre´sent, et des coefficients d’interaction calculables
a` la main. Par contre, comme on l’a de´ja` remarque´, l’e´valuation correcte du terme de´rive´e pose
proble`me. On en voit une illustration sur la figure 4.5 que nous commentons au paragraphe
suivant.
Enfin, pour eˆtre physiquement interpre´tables, il faut que les interactions soient de´crites
clairement dans cet espace multire´solution. Or, nous nous inte´ressons a` l’effet des fluctuations
sous-pixel a` l’e´chelle des pixels d’approximation. La notion de valeur moyenne au sens de
l’AMR est importante. Seule l’AMR de Haar propose une vision basse re´solution des signaux
qui corresponde a` la moyenne vraie de ces signaux a` l’e´chelle 2−J de la fonction d’e´chelle. Elle
correspond a` l’observation du champ par un instrument de mesure a` la re´solution de´grade´e
104 CHAPITRE 4. MISE AU POINT D’UN CODE DE CALCUL
0 1 2 3 4 5 6 7
0
10
20
30
40
50
60
x (km)
signal original
approximation avec l’AMR de Haar
 
(a) AMR de Haar
0 1 2 3 4 5 6 7
0
10
20
30
40
50
60
x (km)
signal original
approximation avec l’AMR de Meyer
(b) AMR de Meyer
Fig. 4.4 – Signal pe´riodique a` l’e´chelle de 6.4 km (28 points), et son approximation par deux
AMR. Echelle d’approximation J = 4.
(fig. 4.4a), qui fait la moyenne de l’e´nergie qu’il rec¸oit depuis un pixel . Dans le cas de l’AMR
de Meyer, la meˆme reconstruction fournit une “moyenne” du signal dans un sens diffe´rent
et propre a` cette multire´solution (fig. 4.4b). L’instrument de mesures qui est de´finit alors ne
re´alise plus la moyenne au sens classique a` l’e´chelle d’un pixel, mais est sensible aux fonctions
d’e´chelle ϕJ de Meyer. Il en est de meˆme pour toutes les AMR autres que Haar.
4.3.2.2 Choix d’une multire´solution hybride ?
Les proprie´te´s et qualite´s des AMR de Meyer et Haar ne permettent pas de les de´partager
et de faire un choix.
L’AMR de Meyer permet de traiter convenablement la de´rive´e des fonctions, mais souffre
d’effet de Gibbs. Cet effet intervient dans le calcul des termes produit et de´rive´e, mais c’est
essentiellement le terme de´rive´e qui pose proble`me. Le calcul de la propagation du rayonne-
ment dans des directions tre`s proches de l’horizontale est accompagne´ d’un bruit nume´rique
maximal qui s’amplifie (duˆ, on l’a vu, aux effets de Gibbs), et qui se propage a` son tour, via
la fonction de phase, vers les autres directions.
L’AMR de Haar ne souffre pas d’effets de Gibbs, mais sa faiblesse re´side dans le traitement
du terme de´rive´e. Le proble`me du choix de l’AMR doit eˆtre examine´ nume´riquement, et porter
sur le terme de de´rive´e horizontale.
Pour cette e´tude, nous avons teste´ les AMR de Haar et de Meyer. Nous avons e´galement
envisage´ une AMR hybride, note´e multire´solution “HM”, qui tente d’exploiter les qualite´s
des deux AMR de Haar et Meyer. Le calcul du terme produit se fait a` l’aide de l’AMR de
Haar, e´vitant ainsi la pre´sence d’effet de Gibbs pour ce terme ; le calcul du terme de´rive´e
se fait a` l’aide de l’AMR de Meyer. Pour e´viter les allers et retours entre les deux espaces
multire´solutions, on a de´fini une nouvelle matrice de diffe´rentiation 〈δΨ1,Ψ3〉HM , qui de´finit
en quelque sorte un nouveau sche´ma de diffe´rentiation pour l’AMR de Haar.
Afin de tester l’ensemble des AMR, nous avons simule´ le transport a` travers une at-
mosphe`re transparente d’un rayonnement he´te´roge`ne dans une direction incline´e de 10◦ par
rapport a` l’horizontale. Pour une he´te´roge´ne´ite´ de type sinuso¨ıdal avec peu de pe´riodes, les
re´sultats obtenus avec l’ensemble des trois AMR se superposent et sont corrects. Pour une
fluctuation du rayonnement incident beaucoup plus “chahute´e” (ici la fluctuation ge´ne´re´e par
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Fig. 4.5 – Transport horizontal du rayonnement, re´alise´ au moyen de diffe´rentes mul-
tire´solutions.
un processus a` cascade borne´e utilise´ par la suite), les trois calculs donnent des re´sultats
diffe`rents. On visualise sur la figure 4.5 le transport exact (obtenu par une translation du si-
gnal d’origine, respectant et l’angle d’incidence et l’e´paisseur du nuage), ceux obtenus avec les
AMR de Haar, Meyer, le calcul hybride “HM”, et avec un calcul utilisant le sche´ma classique
de diffe´rences finies centre´es (+1/2,-1/2), ceci afin de ve´rifier si, en pratique, la diffe´rentiation
de Haar et ce sche´ma sont e´quivalents [Beylkin 1992]. On observe que les sche´mas diffe´rences fi-
nies et Haar donnent des re´sultats parfaitement confondus, ce qui e´tait pre´visible. Les sche´mas
Meyer et hybride “HM” donnent aussi des re´sultats parfaitement confondus, ce qui est remar-
quable. Les re´sultats obtenus avec l’AMR de Meyer (et donc e´galement HM ) sont proches du
transport vrai, avec toutefois la pre´sence de bruit a` petite e´chelle avant la discontinuite´ cen-
trale du signal, manifestation du phe´nome`ne de Gibbs inhe´rent a` l’utilisation des ondelettes
de Meyer. Le transport avec d’AMR de Haar n’est pas tre`s bon pour ce type de signal, alors
qu’il est tout a` fait comparable avec le sche´ma de Meyer pour des signaux plus re´guliers. Le
transport des petites e´chelles ne se fait donc pas correctement. Il est assez surprenant que le
sche´ma de diffe´rences finies produise ce bruit car un tel sche´ma a plutoˆt tendance a` filtrer les
signaux (voir annexe D). On peut remarquer que la pre´sence de bruits avant la discontinuite´
centrale pour le calcul avec Haar n’est pas a` la plus petite e´chelle. La comparaison des spectres
d’e´nergie de ces signaux n’est pas montre´e ici, mais ces spectres sont tous tre`s proches : c’est
bien dans la phase qu’il y a une diffe´rence, d’ou` re´sulte la diffe´rence des signaux reconstitue´s.
4.4 Aspects nume´riques concernant les composants de connexion
L’inte´reˆt de voir apparaˆıtre les deux composants de connexion tenseur d’interaction et
matrice de diffe´rentiation dans l’ETR ge´ne´rale est aussi nume´rique. Le calcul de ces compo-
sants se fera une fois pour toutes au de´but de la simulation, et ils seront juste appele´s par
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le programme au cours de celle-ci.
4.4.1 Vacuite´ du tenseur d’interaction
Le tenseur d’interaction est le composant qui est nume´riquement le plus lourd : il est de
dimension trois et pour 2L points, il est de taille 2L × 2L × 2L. En fonction des AMR, ce
tenseur est plus ou moins vide. L’exploitation de la vacuite´ du tenseur d’interaction sera d’un
grand inte´reˆt nume´rique afin d’aller en direction d’un sche´ma de calcul dit adaptatif et de
sauver de la place me´moire. Le calcul sera effectivement adaptatif si les ze´ros pre´sents dans
la matrice ne sont pas appele´s. Pour cela, il faut rendre les matrices e´parses, c’est a` dire ne
garder en me´moire que les adresses des coefficients non nuls et leurs valeurs. Cette ope´ration
est inte´ressante si la matrice contient moins de un tiers de valeur non-nulles. On va le voir,
l’AMR de Haar est tre`s inte´ressante de ce point de vue.
La table 4.2 donne le pourcentage de vide pour le tenseur d’interaction de Meyer pour
diffe´rents seuils de coefficients et pour les e´chelles de re´solution L = 7 (on de´finit donc 2L = 128
points dans l’espace physique), et d’approximation J = 3 (on a donc 8 pixels d’approximation
ou 8 fonctions d’e´chelles ). Un calcul pre´cis se doit de prendre en compte tous les coefficients
seuil 10−8 10−7 10−6 10−5 10−4 10−3 10−2 10−1 1
Vide en % 10.1 20.9 38.6 57.6 71.4 82.9 92.5 98.3 99.87
Tab. 4.2 – Vacuite´ du tenseur d’interaction en fonction du seuil AMR de Meyer
de connexion. Dans ce cas, la vacuite´ du tenseur est tre`s faible. Une e´tude est a` faire sur
l’effet du seuillage des coefficients. Dans le cas de l’AMR de Haar, le tenseur est vide a` 99.94
% sans seuillage ! L’inte´reˆt nume´rique de l’AMR de Haar est e´vident.
4.4.2 Vacuite´ de l’ope´rateur effectif d’interaction
Outre la vacuite´ du tenseur, la capacite´ de l’AMR a repre´sente´ e´conomiquement les signaux
est a` prendre en compte. L’ope´rateur effectif d’interaction, note´ T
αΨ2,Ψ3
et de´fini au paragraphe
3.59 par :
T
αΨ2,Ψ3
=
∑
Ψ1
〈α,Ψ1〉 (z)TΨ1,Ψ2,Ψ3 (4.15)
prend en compte la vacuite´ du tenseur d’interaction TΨ1,Ψ2,Ψ3 propre a` l’AMR utilise´e et la
repre´sentation du coefficient d’extinction par l’AMR. On visualise dans les figures 4.6 et 4.7 la
vacuite´ de T
αΨ2,Ψ3
pour les deux fluctuations nuageuses horizontales utilise´es dans le chapitre
suivant. La figure 4.6 repre´sente la vacuite´ de T
αΨ2,Ψ3
dans le cas d’une fluctuation sinuso¨ıdale et
au seuil de 10−1. La vacuite´ au seuil de 10−1dans le cas de l’AMR de Haar est de 95.7%, contre
90.3% pour Meyer. En outre, ce composant propose plus d’interactions entre e´chelles (termes
non diagonaux) pour l’AMR de Haar que pour celle de Meyer tout simplement parce que la
sinuso¨ıde est repre´sente´e par l’AMR de Meyer au moyen seulement des fonctions d’e´chelles
et des ondelettes a` la plus grande e´chelle J , alors que la de´composition de la fonction sinus
sur l’AMR de Haar est plus fournie. Au niveau de la vacuite´ de ce composant, la proprie´te´
de vacuite´ du tenseur d’interaction l’emporte toutefois sur la qualite´ de la repre´sentation du
coefficient d’extinction.
Dans le cas du nuage “cascade borne´e”, on obtient au seuil de 100 (fig. 4.7) :
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Fig. 4.6 – Repre´sentation standard de l’ope´rateur effectif d’interaction pour une fluctuation
de type sinuso¨ıdal.
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Fig. 4.7 – Repre´sentation standard de l’ope´rateur effectif d’interaction pour une fluctuation
de type “cascade borne´e”.
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La vacuite´ au seuil de 100 dans le cas de l’AMR de Haar est de 98.7%, contre 97.7%
pour Meyer. Mais ce qui est plus inte´ressant, c’est de regarder comment cette vacuite´ varie
en fonction du seuil (table 4.3) : pour un seuillage beaucoup plus faible, l’avantage sera bien
suˆr encore donne´ a` l’AMR de Haar.
seuil 10−8 10−7 10−6 10−5 10−4 10−3 10−2 10−1 1
Vide en %
AMR de Haar
94.43 94.43 94.43 94.43 94.434 94.43 94.43 94.66 98.73
Vide en %
AMR de Meyer
0.01 0.28 2.97 12.35 25.13 38.15 56.25 82.87 97.75
Tab. 4.3 – Vacuite´ de l’ope´rateur effectif d’interaction pour le nuage cascade borne´e en fonc-
tion du seuil
On mesure sur ces deux exemples a` quel point le choix de l’AMR est important nume´riquement.
Quand le seuil est beaucoup plus faible, T
αΨ2,Ψ3
est presque autant vide pour l’AMR de Haar
et quelque soit le milieu, alors qu’avec l’AMR de Meyer, il se remplit tre`s vite.
En pratique, le calcul de
∑
Ψ1
〈α,Ψ1〉 (z)TΨ1,Ψ2,Ψ3 qui donne TαΨ2,Ψ3 est fait une fois pour
toutes au de´but de la simulation. Si le milieu est he´te´roge`ne verticalement, ce calcul devra
eˆtre fait pour chaque couche horizontale.
A coˆte´ de l’importance nume´rique de la vacuite´ des composants de connexion, revenons
ici sur l’importance des valeurs maximales dans la matrice de diffe´rentiation 〈δΨ1,Ψ3〉. On a
vu que ces valeurs maximales jouent un roˆle dans la discre´tisation verticale a` adopter. Pour
des e´chelles d’approximation J = 3 et de re´solution L = 7, et pour les AMR de Meyer, de
Haar et l’AMR hybride HM, les valeurs maximales de 〈δΨ1,Ψ3〉 sont respectivement de 176.5,
67.9 et 135.9. De ce point de vue e´galement, l’AMR hybride HM est interme´diaire entre les
AMR de Meyer et de Haar.
4.5 Remarques sur les caracte´ristiques actuelles du code
Le code Wavenum de´veloppe´ pendant ce travail de the`se est a` l’e´tat de prototype. La
langage utilise´ (MATLAB), le de´coupage vertical du nuage, l’augmentation des ordres de dif-
fusion re´alise´ par des allers et retours, la se´paration des grandeurs radiatives en deux familles,
ne vont pas dans le sens de performances nume´riques. De plus, les proprie´te´s e´parses des
matrices ne sont pas ve´ritablement exploite´es. C’est la raison pour laquelle aucun paragraphe
n’est ve´ritablement consacre´ aux performances nume´riques actuelles du code de calcul.
Donnons tout de meˆme quelques ordres de grandeur : pour 32 angles azimutaux, 8
angles ze´nithaux par quadrant, 128 points horizontaux, 1000 couches verticales, une tren-
taine d’ordres de diffusion, une de´composition azimutale d’ordre 16 et l’AMR de Haar :
– il faut environ 15 heures pour calculer toutes les grandeurs radiatives dans le nuage a`
l’aide d’un PC muni d’un processeur Pentium 4, fonctionnant a` la vitesse de 1.7 GHz et
muni d’une RAM de 512 Mo, soit environ trente minutes par traverse´e de nuage,
– le stockage en me´moire des coefficients d’e´chelle et d’ondelettes de tout le champ de
radiances et du champ de radiances lui-meˆme, reconstruit au cours du calcul, a` l’inte´rieur
du nuage et pour 50 altitudes interme´diaires, repre´sente environ 30 Giga octets. Ces
reconstructions interme´diaires ne sont pas indispensables et elles consomment du temps
de calcul.
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Chapitre 5
Re´sultats obtenus et premie`res
analyses
Des simulations du transfert radiatif en atmosphe`re nuageuse he´te´roge`ne ont e´te´ re´alise´es
a` l’aide du code de calcul WaveNum mis au point durant ce travail de the`se. Les analyses
multire´solutions de Meyer et de Haar, et l’AMR hybride HM de´finie aux chapitres pre´ce´dents,
ont e´te´ utilise´es, et diffe´rents types de nuage ont e´te´ teste´s. Ceci tout d’abord dans le but
d’appre´hender les difficulte´s nume´riques que l’on peut rencontrer, la pre´cision de calcul que
l’on peut obtenir, pour des he´te´roge´ne´ite´s nuageuses tre`s diffe´rentes, et pour diffe´rentes AMR.
Les comparaisons des re´sultats obtenus par rapport a` ceux de code re´fe´rence tels que Monte
Carlo et SHDOM sont donne´es. Elles montrent que les re´sultats sont en bon accord et que
les difficulte´s nume´riques sont en partie surmonte´es. Ces simulations varie´es ont e´galement
pour objectif d’analyser les effets des he´te´roge´ne´ite´s nuageuses sur les champs radiatifs a`
l’aide de cette nouvelle approche multire´solution. Les questions qui se posent sont celles de
l’interpre´tation des re´sultats, de la de´pendance du choix de l’AMR utilise´e.
La section 5.1 de´taille les simulations effectue´es. Comme il a e´te´ dit dans la section 4.3.1,
WaveNum fournit les quantite´s radiatives indice´es J et sub, respectivement calcule´es a` l’e´chelle
des pixels d’approximation, et dues aux interactions sous-pixel. La somme de ces deux quan-
tite´s est e´gale aux quantite´s radiatives totales, note´es sans indice, et conse´quences de la totalite´
des interactions entre le champ de rayonnement et le champ nuageux. Ce sont ces derniers
rayonnements, obtenus pour les diffe´rentes AMR, qui sont compare´s dans la section 5.2 avec
les re´sultats de simulations des codes SHDOM et Monte Carlo, ceci afin de valider les calculs.
Puis, la section 5.3 analyse les quantite´s moyennes a` l’e´chelle des 2J pixels d’approximation
et de la pe´riode nuageuse. La se´paration des quantite´s radiatives en deux familles permet de
quantifier l’importance a` plus grande e´chelle des he´te´roge´ne´ite´s a` petite e´chelle du champ
nuageux, et ceci pour les radiances et les flux. Les flux analyse´s sont le flux solaire direct
re´duit, le flux diffus, ou la somme des deux pour le rayonnement descendant. Par exemple,
dans le tableau 5.2 de la page 131, on distingue les flux directs sortants du nuage a` l’e´chelle
des pixels d’approximation (8 premie`res colonnes) et du nuage entier (dernie`re colonne), dus
aux interactions a` l’e´chelle (dwnJ), dus aux interactions sous-pixel (dwnsub) et la somme des
deux (dwn).
5.1 Simulations effectue´es
Les types de nuages teste´s ont en commun quelques caracte´ristiques ge´ome´triques, optiques
et les meˆmes conditions aux limites.
Les caracte´ristiques ge´ome´triques suivantes ont e´te´ adopte´es :
– e´paisseur du nuage = 250m
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– pe´riodicite´ nuageuse suivant l’axe horizontal −→x avec une pe´riode de 6.4 km
– le nuage est uniforme dans la direction horizontale −→y et verticale −→z
– sommet et base du nuage sont plats,
Les re´solutions spatiales et angulaires sont les suivantes :
– la re´solution horizontale est de 50 m : 128 points de´finissent donc horizontalement le
nuage,
– la re´solution verticale est de 25 cm : le nuage est de´coupe´ en 1000 couches,
– 8 angles ze´nithaux de´crivent un quadrant : ils sont dispose´s de fac¸on non re´gulie`re et
impose´s par le sche´ma de quadrature de Gauss utilise´,
– la re´solution angulaire azimutale est de 12.5◦ soit 32 angles pour 360◦.
Les angles sont repe´re´s dans les tableaux et figures a` venir par des indices. L’indice iphi
de l’angle azimutal vaut donc de 1 a` 32, et iphi = 1 correspond a` φ = 0◦. Le tableau 5.1
fournit les angles ze´nithaux pour les radiances montantes et descendantes pour l’indice iquad
et selon la convention adopte´e (fig. 3.2).
indice iquad 1 2 3 4 5 6 7 8
angle ze´nital (en ◦)
(radiances montantes)
8.35 19.17 30.05 40.94 51.84 62.74 73.64 84.55
angle ze´nital (en ◦)
(radiances descendantes)
95.45 106.36 117.26 128.16 139.06 149.95 160.83 171.65
Tab. 5.1 – Angles ze´nithaux de´finis par la quadrature de Gauss.
Les caracte´ristiques optiques suivantes ont e´te´ adopte´es :
– on simule le transfert radiatif pour des longueurs d’onde visible, et les nuages sont
conside´re´s purement diffusifs : ω˜o = 1. Les nuages sont conservatifs (ils sont non-
absorbants), et la somme des flux sortants normalise´s est e´gale a` un (fig. 5.2).
– la fonction de phase est celle de Heney-Greenstein pour g = 0 et g = 0.7, et elle est la
meˆme partout dans le nuage.
La condition a` la limite haute du nuage est un flux solaire entrant collimate´ et homoge`ne
avec un angle d’incidence ze´nithal de 160.83◦ (soit 19.17◦ par rapport a` la verticale descen-
dante) et dans le plan φ = 0◦. Il y a donc pas de rayonnement diffus entrant au sommet du
nuage. La surface sous-jacente est conside´re´e comme e´tant purement absorbante (par exemple
une surface oce´anique).
Les caracte´ristiques des de´compositions en se´ries orthogonales sont les suivantes :
– la de´composition azimutale en Fourier du champ de radiances fournit une composante
constante et 16 harmoniques,
– l’ordre de la de´composition en polynoˆmes de Legendre de la fonction de phase est impose´
par la de´composition azimutale en Fourier et vaut aussi 16,
– La re´solution horizontale de 128 points fixe l’e´chelle de re´solution des AMR : L = 7.
L’e´chelle d’approximation J est fixe´e a` trois : sont donc de´finis 23 = 8 pixels d’approxi-
mation.
Les nuages utilise´s dans ces simulations sont homoge`nes verticalement. Le calcul n’est
pas base´ sur cette homoge´ne´ite´, comme le seraient des sche´mas de adding-doubling. Les
he´te´roge´ne´ite´s horizontales n’ont pour l’instant pas pour vocation a` eˆtre re´alistes. On s’aper-
cevra d’ailleurs qu’une he´te´roge´ne´ite´ simple comme le nuage sinuso¨ıdal permet de faire une
analyse claire des interactions entre e´chelles. Deux types d’he´te´roge´ne´ite´s horizontales ont e´te´
simule´s :
– Le nuage sinuso¨ıdal (fig. 5.1a)
La sinuso¨ıde est de pe´riode 1600 m, d’e´paisseur optique moyenne e´gale a` 1. A cause du
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passage a` ze´ro de la distribution, la couverture nuageuse peut eˆtre conside´re´e comme
fractionnaire.
– Le nuage cascade borne´e (fig. 5.1b)
Ce signal a e´te´ ge´ne´re´ a` l’aide du mode´le dit a` cascade borne´e ([Cahalan 1994] et
[Marshak et al. 1994]). L’e´paisseur optique moyenne est e´gale a` 2. Cette distribution a
l’avantage de proposer des grands sauts d’e´paisseur optique qui nume´riquement posent
proble`me, ceci afin d’examiner le comportement du code de calcul pour ce type de
condition.
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Fig. 5.1 – He´te´roge´ne´ite´s nuageuses horizontales simule´es.
Ces deux types de nuage ide´alise´s sont suppose´s repre´senter des stratus bas au dessus
d’une surface oce´anique.
Le choix de l’ordre de diffusion maximum de´pend des nuages teste´s. Les simulations ont
e´te´ arre´te´es lorsque le bilan d’e´nergie a e´te´ ferme´ avec une pre´cision de 0.5%. Les re´sultats
pre´sente´s correspondent pour le nuage sinuso¨ıdal a` 29 ordres de diffusion et un bilan ferme´ a`
0.02% pre`s, et pour le nuage cascade borne´e a` 26 ordres de diffusion et un bilan ferme´ a` 0.5%
pre`s. Dans les deux cas, la diffusion est isotrope : g = 0. Pour illustrer ce propos, on peut
voir sur la figure 5.2 l’e´volution des flux normalise´s sortants du nuage en fonction de l’ordre
de diffusion dans le cas du nuage sinuso¨ıdal et pour g = 0. Sont figure´s les flux cumule´s dus
aux interactions a` l’e´chelle, aux interactions sous-pixel et a` la totalite´ des interactions. On
constate que le flux du aux interactions sous-pixel converge vers ze´ro : celles-ci ne cre´ent donc
pas d’e´nergie dans le nuage, ce qui est rassurant ! Ces interactions vont seulement modifier la
re´partition angulaire de l’e´nergie.
Rappelons que trois analyses multire´solutions ont e´te´ teste´es : l’AMR de Meyer, de Haar,
et l’AMR hybride “HM” de´finie aux deux chapitre pre´ce´dents.
5.2 Comparaison des re´sultats avec SHDOM et Monte Carlo
Les flux totaux, re´sultats de la totalite´ des interactions, ou encore la somme des quantite´s
radiatives indice´es J et sub, sont maintenant compare´es avec les re´sultats de simulations des
codes SHDOM et Monte Carlo.
Quand on compare des re´sultats de codes de transfert radiatif, la comparaison des ra-
diances vient souvent en deuxie`me apre`s celle des flux car il est plus facile d’obtenir des flux
corrects que des radiances correctes. Mais les flux e´tant de´duits des radiances, ce sont les
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Fig. 5.2 – Evolution des flux normalise´s sortants, a` l’e´chelle de la pe´riode nuageuse, du nuage
sinuso¨ıdal en fonction de l’ordre de diffusion - g=0.
radiances qu’on va comparer en premier lieu ; l’interpre´tation de la comparaison des flux sera
plus aise´e.
La comparaison des radiances n’est pas pre´sente´e sous forme polaire, car il faudrait pour
cela choisir seulement quelques points. Il est plus judicieux de pre´senter la comparaison des
radiances sur l’ensemble d’une pe´riode du nuage pour certaines directions angulaires. Cela
fera mieux apparaˆıtre les difficulte´s nume´riques. La comparaison des flux se fera sur les flux
sortants du nuage, les flux directs re´duits, diffus montant et descendant. Tous les flux et
radiances donne´s ci-dessous sont normalise´s par l’e´nergie entrant dans le nuage. Si des valeurs
de flux sont supe´rieurs a` un, cela correspond a` des effets de canalisation (ou channelling, en
anglais) du rayonnement : pour des raisons d’inhomoge´ne´ite´ horizontale, la colonne verticale
conside´re´e est relativement e´claire´e par ses voisines.
Des pre´cisions concernant le fonctionnement et les caracte´ristiques des simulations SHDOM
et Monte Carlo produites sont donne´s dans l’annexe G. On pre´cise en particulier la re`gle
concernant la pre´cision des calculs Monte Carlo qui a justifie´ le lancement de 3.109 photons
sur le nuage pour une pre´cision moyenne d’environ 1% sur les radiances.
5.2.1 Comparaison des flux et radiances sortants dans le cas du nuage sinuso¨ıdal
On montre ici les re´sultats uniquement pour l’AMR de Meyer, car ceux pour les
AMR de Haar et HM en sont tre`s proches. La discussion sur la diffe´rences des re´sultats en
fonction des AMR se fera avec le nuage “cascade borne´e”. De plus, les re´sultats de WaveNum
sont compare´s avec ceux du code Monte Carlo pour l’ordre maximal de diffusion “infini”, car
ceux pour l’ordre de diffusion 29 (l’ordre retenu pour WaveNum) sont tre`s proches.
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Fig. 5.3 – Comparaison de radiances montantes sortant du nuage sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
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Fig. 5.4 – Comparaison de radiances descendantes sortant du nuage sinuso¨ıdal – AMR de
Meyer.
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5.2.1.1 Comparaison des radiances sortantes
Les figures 5.3 et 5.4 montrent respectivement la comparaison des radiances montantes
et descendantes, pour deux directions diffe´rentes : l’une tre`s verticale (fig. 5.3a et 5.4a) et
l’autre tre`s proche de l’horizontale (fig. 5.3b et 5.4b). On rappelle que les correspondances
entre les indices iphi et iquad et les angles sont donne´es dans la section 5.1 et dans le tableau
5.1. Pour des angles proches de la verticale (cas a), on constate un bon accord, meˆme si on
sousestime dans les deux cas les radiances dans les re´gions ou` elles sont maximales, c’est-a`-
dire des zones ou` l’e´paisseur optique est e´leve´e. Et ceci n’est pas du au nombre fini d’ordre
de diffusion, car les re´sultats pour Monte Carlo aux ordres de diffusion 29 (non figure´s ici)
et infini sont tre`s proches. Pour des directions proches de l’horizontale (cas b), le biais est
plus syste´matique et nos re´sultats sont toujours en dessous des re´sultats des codes re´fe´rence.
Notons que les radiances Monte Carlo pour les angles ze´nitaux proches de 90◦ sont entache´es
de bruits s’apparentant a` des bruits statistiques. Pour ces angles, dans le cas de la figure 5.3b,
les plus faibles valeurs des radiances WaveNum et Monte Carlo sont proches, et il en est de
meˆme pour les valeurs les plus e´leve´es dans le cas de la figure 5.4b. Ces valeurs pour ces deux
directions correspondent aux zones de faible e´paisseur optique.
On constate donc que les radiances obtenues avec notre code de calcul sont assez proches
de celles obtenues avec les codes SHDOM et Monte Carlo. Le fait que l’accord est meilleur pour
des directions verticales plutoˆt qu’horizontales tient au fait que l’e´paisseur optique mesure´e a`
l’oblique dans ces directions horizontales est grande. Ceci est confirme´ par le fait que pour des
directions verticales, on constate un plus grand e´cart pour les re´gions de plus forte e´paisseur
optique. Rappelons ici (voir annexe pour plus de pre´cisions et [Evans 1998]) que les radiances
SHDOM sont obtenues de fac¸on ite´rative : l’inte´gration angulaire des radiances fournit les
sources de diffusion, le calcul de l’extinction de ces sources de diffusion donne un nouveau
jeu de radiances qui fournit a` son tour des sources qui, si l’ETR est e´quilibre´e, sont e´gales
au premier jeu de sources. Ce calcul ite´ratif garantit une fermeture du bilan d’e´nergie. Ce
type de calcul ite´ratif n’existe pas dans notre code : nous ne sommes pas suˆr de la stricte
conservation de l’e´nergie partout dans le nuage. Une autre origine des e´carts constate´s se
trouve possiblement dans les faiblesses du sche´ma de quadrature utilise´ (seulement 8 points
de quadrature par quadrant). Cet argument est de´taille´ dans le paragraphe suivant sur la
comparaison des flux diffus.
5.2.1.2 Comparaison des flux sortants
5.2.1.2.1 Flux direct transmis
La comparaison est faite ici uniquement avec SHDOM, le flux Monte Carlo e´tant confondu
avec SHDOM (fig. 5.5). On constate un bon accord du flux duˆ au rayonnement direct re´duit
calcule´ avec WaveNum et SHDOM : l’erreur relative maximale vaut 1.28 %, et cela correspond
aux valeurs les plus faibles ; a` l’e´chelle du nuage, l’erreur relative moyenne vaut 0.059 %.
5.2.1.2.2 Flux diffus descendant sortant du nuage
La comparaison se fait ici avec les flux SHDOM et Monte Carlo, sorties founies directement
par ces codes, et avec les flux obtenus a` partir de l’inte´gration des sorties radiances des codes
par le sche´ma de quadrature de Gauss utilise´ dans le code WaveNum. On peut voir sur les
figures 5.6 que nos re´sultats sont proches des flux de sortie des codes de re´fe´rence : tre`s
proches du flux Monte Carlo et le´ge`rement supe´rieurs au flux SHDOM pour les re´gions ou`
le flux est maximal (fig. 5.6b), et tre`s proches du flux SHDOM et le´ge`rement supe´rieurs au
flux Monte Carlo pour les re´gions ou` le flux est minimal (fig. 5.6c). La comparaison avec les
flux SHDOM et Monte Carlo calcule´s a` l’aide de la quadrature de Gauss confirme le biais
ne´gatif de nos re´sultats pour les re´gions ou` l’e´paisseur optique est e´leve´e, biais constate´ sur les
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Fig. 5.5 – Comparaison des flux directs transmis – Cas du nuage sinuso¨ıdal.
radiances. On retrouve donc le point e´voque´ plus haut : si des e´carts apparaissent au niveau
de la comparaison des radiances, c’est en partie duˆ a` la quadrature utilise´e, et ce surtout pour
les angles faiblement incline´s. Les erreurs relatives constate´s par rapport au flux SHDOM
sortie de code sont au maximum de 4.4 % (et ce pour les tre`s faibles valeurs des flux), et de
0.016 % a` l’e´chelle du nuage.
5.2.1.2.3 Flux diffus montant sortant du nuage
Les flux e´tant normalise´s, le flux diffus montant sortant du nuage correspond a` la re´flectance.
La comparaison se fait de meˆme que pour le flux diffus transmis par rapport aux deux flux
SHDOM et aux deux flux Monte Carlo (fig. 5.7).
On constate ici une bonne ade´quation avec les flux Monte Carlo et les flux SHDOM de´duits
des radiances par une inte´gration de Gauss. Les erreurs relatives constate´s par rapport au
flux SHDOM sortie de code sont de 0.063 % a` l’e´chelle du nuage.
5.2.2 Comparaison des flux et radiances sortants dans le cas du nuage “cascade
borne´e”
On montre ici les re´sultats obtenus pour les trois AMR Haar, Meyer et “HM” pour Wave-
Num. La comparaison est faite en particulier avec les radiances et flux Monte Carlo calcule´s
pour un ordre de diffusion limite´ et e´gal a` celui de nos simulations, et pour un ordre de diffu-
sion “infini”. On diffe´rencie par la suite ces deux re´sultats Monte Carlo en les notant MC26
et MC∞.
5.2.2.1 Comparaison des radiances sortantes
Les figures 5.8 et 5.9 montrent la comparaison des radiances montantes sortantes pour
deux directions respectivement proches de la verticale et de l’horizontale. Les figures 5.10 et
5.11 sont l’e´quivalent pour les radiances descendantes.
D’une manie`re ge´ne´rale, on observe que la comparaison est la meilleure pour les directions
les plus a` la verticale (figures 5.8 et 5.10). Les radiances obtenues avec WaveNum sont plus
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Fig. 5.6 – Comparaison des flux diffus descendants sortants du nuage sinuso¨ıdal.
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Fig. 5.7 – Comparaison des flux diffus montants sortants du nuage sinuso¨ıdal.
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ou moins bruite´es en fonction des AMR, des directions conside´re´es, et de la position dans
le nuage (donc de l’e´paisseur optique locale). Les radiances obtenues pour l’AMR de Meyer
semble plus bruite´e a` petite e´chelle, et les radiances pour les AMR de Haar et HM sont souvent
tre`s proches. Il est a` noter qu’en certains points, la valeur des radiances MC26 est supe´rieure a`
celles des radiances MC∞ (voir figures 5.8b et 5.9b). Cette diffe´rence n’a aucun sens physique,
l’ordre de diffusion infe´rieur fournissant normalement des radiances infe´rieures. L’explication
a ceci est d’ordre statistique et nume´rique : les deux re´sultats MC26et MC∞ sont issus de
deux simulations distinctes, et des erreurs statistiques sont associe´es a` ces re´sultats (erreurs
directement lie´es au nombre de photons utilise´s dans les simulations Monte Carlo) ; de plus,
les radiances sont obtenues apre`s interpolation et extrapolation des valeurs correspondant aux
directions utilise´es dans Monte Carlo vers les directions de´finies par les discre´tisations azimutal
et ze´nithal (de´finie par la quadrature de Gauss) retenues pour WaveNum. Des pre´cisions sont
donne´es dans l’annexe intel to to to toooo.
Pour les directions les plus verticales (fig. 5.8 et 5.10), le bon accord avec les radiances
MC26 montrent que le processus d’augmentation de l’ordre de diffusion est correctement
mode´lise´ : dans les re´gions de forte e´paisseur optique (fig. 5.8c et 5.10b) ou` la diffusion
continue a` ope´rer (ou` les photons ne sont pas encore tous sortis du nuage), les radiances
WaveNum sont proches des radiances MC26. Ces re´gions sont repe´rables par le fait que les
valeurs maximales des radiances MC26 sont infe´rieures a` celles des radiances MC∞. Elles
sont aussi repe´rables en observant la pente non nulle de l’e´volution des radiances WaveNum
en fonction de l’ordre de diffusion (non figure´ ici). Les diffe´rences constate´es avec les radiances
SHDOM sont donc dues en partie a` la limitation des ordres de diffusion.
Pour les directions les plus horizontales (fig. 5.9 et 5.11), les radiances obtenues avec 5.11
de´pendent davantage des AMR et elles sont beaucoup plus bruite´es que pour les directions
proches de la verticale. On note en commun pour les trois AMR un biais syste´matique ne´gatif
par rapport aux radiances SHDOM et Monte Carlo. Etudions de plus pre`s les bruits pre´sents.
A la verticale de la forte discontinuite´ centrale du signal d’e´paisseur optique se de´veloppe un
bruit caracte´ristique (fig.5.8b) qui est accentue´ pour les directions proches de l’horizontale
et peut avoir tendance a` se propager vers la gauche (fig. 5.9b et 5.11). Ce bruit prend deux
formes diffe´rentes :
– pour l’AMR de Haar, qui ne souffre pas de pre´sence d’effet de Gibbs [Walter and Shen
2001], il se manifeste par une paire de dents de scie accole´es, de grandes amplitudes, et
tre`s localise´es sur la discontinuite´ (5.9 a et b). On retrouve ici le mauvais comportement
du sche´ma aux diffe´rences finies centre´ vu au chapitre 4 et sur la figure 4.5. Plus loin du
saut central, les radiances “Haar” sont beaucoup plus lisses, manifestation du filtrage
du au sche´ma aux diffe´rences finies centre´ (voir annexe D).
– La deuxie`me forme est celle conduisant a` une propagation du bruit : elle est pre´sente
pour les AMR utilisant les coefficients de connexion de Meyer. C’est probablement
la manifestation du phe´nome`ne de Gibbs de´ja` e´voque´ au chapitre pre´ce´dent. Ce
phe´nome`ne affecte le terme produit et le terme de´rive´e. La figure 5.9b permet de bien
discerner ses effets dans ces deux termes : les radiances “Meyer” sont comportent un
bruit d’amplitude importante car, et le terme produit et le terme de´rive´e, calcule´s tous
deux avec l’AMR de Meyer, sont affecte´s par ce bruit ; les radiances HM sont bruite´es
e´galement mais l’amplitude est moins grande, certainement parce que seul le terme
de´rive´e est calcule´ avec l’AMR de Meyer. D’ailleurs, plus ge´ne´ralement et pour des
directions tre`s incline´es (fig. 5.9 et 5.11), les radiances “Meyer” sont plus bruite´es que
les autres : le bruit de Gibbs provenant du terme produit est pre´sent partout. A noter
que les radiances HM ne souffrent pas de la premie`re forme de bruit e´voque´ ci-dessus.
Ainsi, la comparaison des radiances sortantes pour cette situation montre :
120 CHAPITRE 5. RE´SULTATS OBTENUS ET PREMIE`RES ANALYSES
0 20 40 60 80 100 120 140
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
Radiances montantes normalisées
SHDOM
MC∞
MC26
WaveNum Meyer
WaveNum26 HM
WaveNum26 haar
(a)
50 55 60 65 70
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
(b) zoom 1
65 70 75 80 85 90 95 100 105
0.12
0.14
0.16
0.18
0.2
0.22
0.24
(c) zoom 2
Fig. 5.8 – Comparaison des radiances montantes sortant du nuage cascade borne´e - Direction :
iphi = 1, iquad = 1.
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Fig. 5.9 – Comparaison des radiances montantes sortant du nuage cascade borne´e - Direction :
iphi = 1, iquad = 8.
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Fig. 5.10 – Comparaison des radiances descendantes sortant du nuage cascade borne´e -
Direction : iphi = 2, iquad = 8.
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Fig. 5.11 – Comparaison des radiances descendantes sortant du nuage - Direction : iphi = 1,
iquad = 1.
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Fig. 5.12 – Comparaison des radiances descendantes sortant du nuage cascade borne´e - Di-
rection : iphi = 1, iquad = 4.
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– que les radiances montantes Wavenum souffrent d’un biais ne´gatif pour les directions
proches de l’horizontale ;
– que la pre´sence de bruit nume´rique, avec pour origine les fortes discontinuite´s du signal
d’e´paisseur optique, se transmet a` tout le signal (et particulie`rement vers la gauche)
quand il s’agit d’un effet de Gibbs, sans toutefois faire exploser les valeurs. Des travaux
sont a` mener pour e´tudier cette propagation du bruit ;
– que l’accord est meilleur pour les radiances montantes que descendantes. Les radiances
descendantes WaveNum sont globalement les plus bruite´es pour ce nuage. Il est a` noter
que c’e´tait moins le cas pour le nuage sinuso¨ıdal (fig. 5.3 et 5.4) ;
– que l’AMR hybride HM semble eˆtre un bon compromis entre celles de Haar et de Meyer,
la figure 5.9c e´tant l’illustration que cette AMR exploite les avantages des deux AMR.
Concernant ce dernier point, il ne faut pas crier victoire trop toˆt car pour d’autres direc-
tions (fig. 5.12), on obtient des re´sultats diffe´rents. Pour cette direction, le bruit pre´sent a`
gauche de la discontinuite´ centrale est de plus grande amplitude pour les re´sultats de l’AMR
HM. Des e´tudes plus approfondies sont a` mener pour e´tudier la conse´quence de notre fac¸on
de proce´der : le fait de projeter la matrice de diffe´rentiation de Meyer sur la base de Haar
doit certainement eˆtre un point sensible.
5.2.2.2 Comparaison des flux sortants
5.2.2.2.1 Flux direct transmis
La comparaison avec les re´fe´rences SHDOM et Monte Carlo (fig. 5.13) montre la pre´sence de
bruits a` haute fre´quence pour les re´sultats des trois calculs Wavenum. Similairement a` l’e´tude
des radiances, on note des fluctuations importantes et anormales des flux a` la verticale du
saut central d’e´paisseur optique, que les AMR de type Meyer et Haar ont du mal a` ge´rer,
pour cause respectivement de phe´nome`ne de Gibbs et de calcul approximatif de la de´rive´e
horizontale du signal. Les erreurs constate´es pour l’AMR de Meyer sont les suivantes :
erreur sur la
la moyenne du flux
erreur relative sur la
la moyenne du flux (en %)
Erreur/shdom 2.08.10−3 0.40
Erreur/Monte Carlo 2.28.10−3 0.44
5.2.2.2.2 Flux diffus montant sortant du nuage
La comparaison avec les re´fe´rences SHDOM et Monte Carlo (fig. 5.14a) montre un assez bon
accord.
En zoomant sur une partie du signal (fig. 5.14b), on s’aperc¸oit que dans les re´gions ou`
l’e´paisseur optique est importante et ou` les photons continuent a` sortir du nuage, la compa-
raison de nos simulations avec la simulation MC26 est tre`s correcte. Les erreurs constate´es
pour l’AMR de Meyer sont les suivantes :
erreur sur la moyenne
des re´flectances
erreur relative sur la
moyenne des re´flectances (en %)
Erreur/shdom 9.31.10−3 1.93
Erreur/MC26 2.28.10−3 0.48
5.2.2.2.3 Flux diffus descendant sortant du nuage
Apre`s la comparaison faite sur les radiances descendantes, on retrouve ici logiquement un
moins bon accord sur la comparaison des flux diffus vers le bas que vers le haut. On constate
un bruit a` la verticale du saut central d’e´paisseur optique qui se propage pour l’AMR HM.
(fig. 5.15b). On observe encore ici le bon accord avec la simulation MC26 (fig. 5.15c). Les
erreurs constate´es pour l’AMR de Meyer sont les suivantes :
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Fig. 5.13 – Flux collimate´ direct sortant du nuage cascade borne´e.
erreur sur la moyenne
des re´flectances
erreur relative sur la
moyenne des re´flectances (en %)
Erreur/shdom 9.4.10−3 3.0
Erreur/Monte Carlo
nscat=26
5.10−3 1.7
5.2.3 Bilan de ces comparaisons
La comparaison des re´sultats du code WaveNum avec ceux des codes de re´fe´rence Monte
Carlo et SHDOM montre la relative pre´cision de nos re´sultats pour les nuages teste´s, et ceci
a` la fois pour les flux et pour les radiances. Cette comparaison fait apparaˆıtre les difficulte´s
nume´riques rencontre´es, les avantages et de´fauts des AMR. Pour les trois AMR, les radiances
montantes souffrent d’un biais ne´gatif syste´matique dans des directions proches de l’horizon-
tale. Peut-eˆtre ce biais est-il imputable au sche´ma explicite adopte´ pour l’inte´gration verticale
des e´quations. Les re´sultats concernant l’AMR hybride HM sont encourageants, meˆme s’il est
a` noter que le bruit reste important dans certains cas avec cette AMR (figure 5.12). Quelles
solutions pouvons nous envisager pour diminuer les bruits nume´riques ?
– revoir le choix du sche´ma adopte´ pour l’inte´gration verticale des e´quations et son impact
nume´rique ;
– si des bruits nume´riques sont pre´sents, ils ne font pas –moyennant pre´cautions– exploser
les valeurs. Un filtrage final des radiances sortantes peut tout a` fait eˆtre envisage´, base´
sur un seuillage des coefficients d’ondelettes a` petite e´chelle ;
– l’adoption d’une me´thode pour re´soudre le transfert radiatif qui ne se base pas sur un
de´coupage vertical fin peut certainement conduire a` une propagation controˆle´e du bruit,
s’il est encore significatif.
126 CHAPITRE 5. RE´SULTATS OBTENUS ET PREMIE`RES ANALYSES
0 1 2 3 4 5 6 7
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
Fl
ux
 n
or
m
al
is
é
x (km)
SHDOM          
MC∞       
MC26           
WaveNum26 Meyer
WaveNum26 HM  
WaveNum26 Haar 
(a)
3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5
0.5
0.55
0.6
0.65
0.7
0.75
(b) zoom
Fig. 5.14 – Comparaison des flux (normalise´s) diffus montants sortant du nuage cascade
borne´e.
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Fig. 5.15 – Comparaison des flux (normalise´s) diffus descendants sortant du nuage cascade
borne´e.
128 CHAPITRE 5. RE´SULTATS OBTENUS ET PREMIE`RES ANALYSES
5.3 Analyse des interactions, ou de l’effet des he´te´roge´ne´ite´s nuageuses
Nous avons vu dans la premie`re partie de ce chapitre que les re´sultats de simulation obtenus
par ce code de calcul base´ sur une de´composition en ondelettes de l’ETR sont relativement en
accord avec les re´sultats des codes de re´fe´rence Monte Carlo et SHDOM, malgre´ la pre´sence
de bruits nume´riques complexes, et de biais syste´matique pour certaines directions. Nous
allons maintenant exploiter la nature multire´solution de la de´composition et la construction
du code, oriente´e vers la quantification de l’effet des he´te´roge´ne´ite´s. On rappelle que les
quantite´s radiatives sont divise´es en deux familles indice´es J (quantite´s a` l’e´chelle) et sub
(quantite´s dues aux interactions sous-pixel) suivant les re`gles pre´cise´es dans l’introduction de
ce chapitre. Dans les tableaux qui suivent sont porte´s les flux radiatifs moyens indice´s J et sub
a` l’e´chelle des pixels d’approximation et du nuage. La taille des pixels d’approximation est,
comme on l’a dit, fixe´e par l’e´chelle d’approximation J = 3, donc chaque pixel d’approximation
a pour taille 2−3 ∗ pe´riode = 2−3 ∗ 6.4 km= 800 m. Il est important d’avoir a` l’esprit que la
notion de pixel convient mieux a` l’AMR de Haar qu’a` celle de Meyer, et que les pixels pour
les deux AMR ne sont pas centre´s aux meˆmes points. Les pixels de Haar, sont centre´s aux
abscisses 400 m, 1200 m, etc.. Les “pixels” de Meyer sont centre´s aux abscisses 0 m, 800 m,
1600 m, etc.. Les flux a` l’e´chelle des pixels ne seront donc pas les meˆmes pour les deux AMR.
La figure 5.16 montre la fonction d’e´chelle de Meyer pe´riodise´e ϕJ,4 et les limites du “pixel”
5 au sens de Meyer. Avant d’e´tudier en de´tail les contributions des interactions sous-pixel
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Fig. 5.16 – Fonction d’e´chelle pe´riodise´e de Meyer ϕJ,4 et les limites du pixel 5, centre´ au
meˆme point, de largeur 2−J × pe´riode.
aux flux moyens a` l’e´chelle des pixels d’approximation, nous donnons pour chaque cas les flux
de´taille´s dans le nuage (par exemple la figure 5.19), afin d’illustrer la se´paration des e´chelles
et les deux familles des quantite´s radiatives que nous manipulons. Nous e´tudions ensuite les
flux et les radiances sortants et la contribution des interactions sous-pixel. L’analyse est faite
en particulier a` l’e´chelle des pixels d’approximation. L’e´volution des flux sortants en fonction
de l’ordre de diffusion est e´galement analyse´e. Enfin, une e´tude des flux nets verticaux dans
le nuage est mene´e permettant d’e´tudier l’effet de canalisation du rayonnement.
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5.3.1 Cas du nuage sinuso¨ıdal
5.3.1.1 Approximation basse re´solution de la variabilite´ nuageuse
La figure 5.17 donne la vision basse re´solution de la distribution sinuso¨ıdale d’e´paisseur
optique pour les deux AMR.
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Fig. 5.17 – Fluctuation sinuso¨ıdale de l’e´paisseur optique et ses approximations par les AMR
de Meyer et Haar - Re´solution : J = 3, pixel de 800 m.
L’approximation basse re´solution, au sens de l’AMR de Meyer, est un champ uniforme ; les
8 coefficients d’e´chelle de Meyer sont tous e´gaux a` 2−3/2. Le calcul a` l’e´chelle sera donc parfai-
tement e´quivalent a` un calcul plan-paralle`le (homoge´ne´ite´ horizontale et verticale du champ
nuageux). Seuls les coefficients d’ondelettes d’e´chelle J sont non-nuls : 〈τ, ψJ,2k〉 = −1/4,
〈τ, ψJ,2k+1〉 = +1/4, avec k = 0, .., 3. Si on limite le “pixel”de Meyer a` 800 m, la portion de
signal de fluctuation du milieu en regard passe d’un maximum a` un minimum, et inversement,
respectivement pour les pixels impairs et les pixels pairs (fig. 5.18).
L’approximation basse re´solution propose´e par l’AMR de Haar est un champ cre´neau.
L’e´paisseur optique locale vaut alternativement 0.365 et 1.635.
5.3.1.2 Analyse des flux sortants
5.3.1.2.1 Cas de la multire´solution de Meyer
5.3.1.2.1.1 Flux directs sortants
La figure 5.19 montre les flux solaires directs dans le nuage.
Dans le cas de Meyer, le flux direct transmis a` l’e´chelle (fig. 5.19 au centre) correspond
a` l’approximation plan-paralle`le. Le flux additionnel (fig. 5.19 en bas) correspond donc exac-
tement a` l’e´cart du flux direct total (fig. 5.19 en haut) avec le calcul plan-paralle`le. Dans
les re´gions ou` l’e´paisseur optique est maximale (colonne 58 par exemple), le calcul a` basse
re´solution surestime logiquement le flux direct transmis (contribution sous-pixel dans la co-
lonne 58 de pre`s de −0.2). C’est l’inverse pour les re´gions de forte e´paisseur optique (colonne
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Fig. 5.18 – “Pixel 5” et “Pixel 6” de Meyer, et les fluctuations d’e´paisseur optique en regard.
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Fig. 5.19 – Flux collimate´s (directs) dans le nuage sinuso¨ıdal – Θsol = 161
◦ – AMR de Meyer.
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43 par exemple) ou` le calcul a` basse re´solution sous-estime le flux direct transmis (contri-
bution sous-pixel dans la colonne 43 de pre`s de +0.6). Les sources additionnelles prennent
donc des valeurs ne´gatives ou positives dans le nuage, en fonction de la surestimation ou
de la sous-estimation de l’e´paisseur optique le long du trajet de propagation du rayonnement
solaire. Voyons maintenant ce qu’il en est a` l’e´chelle des 8 pixels d’approximation et a` l’e´chelle
du nuage entier pour les flux directs sortants au bas du nuage. Les flux moyens sortants sont
de´taille´s dans le tableau 5.2, et les contributions en pourcentage des interactions sous-pixel
au flux direct moyen sortant au bas du nuage, sont donne´es tableau 5.3.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
dwnJ 0.3468 0.3468 0.3468 0.3468 0.3468 0.3468 0.3468 0.3468 0.3468
dwnsub 0.0529 0.1536 0.0529 0.1536 0.0529 0.1536 0.0529 0.1536 0.1032
dwn 0.3997 0.5001 0.3997 0.5001 0.3997 0.5001 0.3997 0.5001 0.4500
Tab. 5.2 – Flux moyens directs sortants dans les 8 ”pixels” et a` l’e´chelle du nuage sinuso¨ıdal
– AMR de Meyer.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
dwnsub +13.24 +30.68 +13.24 +30.68 +13.24 +30.68 +13.24 +30.68 +22.94
Tab. 5.3 – Contribution en % des interactions sous-pixel au flux direct sortant – Nuage
sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
On obtient des contributions dues aux interactions sous-pixel syste´matiquement positives
dans chaque pixel, donc e´galement a` l’e´chelle du nuage, et importantes : en pourcentage de
13.24 a` 30.68% dans les pixels d’approximation, et 22.94% a` l’e´chelle du nuage. On peut
noter que les sources additionnelles dans les pixels pairs (0.1536) sont presque trois fois plus
importantes que dans les pixels impairs (0.0529).
Analysons ces valeurs. Tout d’abord, les contributions sous-pixel sont importantes car l’ap-
proximation basse re´solution par l’AMR de Meyer – un champ nuageux homoge`ne – ne garde
aucune information sur la variabilite´ du milieu, et parce que la valeur minimale d’e´paisseur
optique du champ nuageux est ze´ro : la couverture nuageuse est en re´alite´ fractionnaire, et
l’e´cart entre le re´sultat du calcul plan-paralle`le et le re´sultat vrai re´sulte de la non-prise
en compte de ces trous dans le nuage. C’est cette tendance qui l’emporte en moyenne : la
diffe´rence vient plus du fait qu’on ignore les re´gions de faible e´paisseur optique plutoˆt que les
fortes. On verra que l’approximation a` basse re´solution de l’AMR de Haar rend mieux compte
de la variabilite´ nuageuse ; les contributions sous-pixel seront relativement moins importantes.
On a constate´ que les flux directs sortants moyens dus aux interactions sous-pixel sont
syste´matiquement positifs. Cela veut dire que les coefficients d’e´chelles du flux direct sortant
fluxsub (repre´sente´ fig. 5.19 en bas) sont tous positifs. On retrouve ici l’analyse faite au
paragraphe 3.7.3 sur l’importance de l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ verticale : la corre´lation des
coefficients d’ondelettes du champ d’extinction le long du trajet du rayonnement solaire,
corre´lation assure´e par l’homoge´ne´ite´ verticale du milieu et l’angle solaire ze´nithal proche de la
vertical (19.16◦)), provoque l’apparition de sources additionnelles positives via un me´canisme
d’interactions en deux e´tapes de´crit au paragraphe 3.7.3. On sous-estime en plan-paralle`le la
transmission.
Si le soleil e´tait au nadir, les contributions dans les pixels devraient eˆtre rigoureusement les
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meˆmes, car dans le cas de l’AMR de Meyer, la variabilite´ du champ est la meˆme dans chaque
“pixel” (fig. 5.18). On peut raisonner e´galement en s’appuyant sur le me´canisme d’interaction
cite´ ci-dessus : dans les pixels impairs, 〈τ, ψJ〉 = +1/4 et dans les pixels pairs 〈τ, ψJ〉 = −1/4 ;
or en deux e´tapes, ces coefficients interviennent deux fois : les sources additionnelles ont meˆme
valeur pour l’e´clairement vertical.
Ici, le soleil est de´cale´ du nadir de 19.16◦ : cet angle d’incidence est suffisant pour que,
dans les pixels impairs, la portion de sinus supe´rieur a` l’unite´ (de la valeur 2 a` la valeur 1 en
e´paisseur optique) fasse ombrage a` la portion sinus voisine et a` droite, infe´rieure a` l’unite´
(de la valeur 1 a` la valeur 0 en e´paisseur optique) ; dans ces pixels, on ne sous-estime la
transmission que de 0.0529. On retrouve d’ailleurs l’effet de cet ombrage dans la transmission
totale : 0.3997 pour les pixels impairs contre 0.5001 pour les pixels pairs.
5.3.1.2.1.2 Flux diffus sortants
Les figures 5.20 et 5.21 montrent les flux diffus descendants et montants dans le nuage.
Rappelons ici que les re´sultats pre´sente´s correspondent a` un facteur d’assyme´trie g = 0. Ici
aussi, la variabilite´ horizontale des flux sortants est comple`tement repre´sente´e par les flux
dus aux interactions sous-pixel (fluxsub). On peut remarquer que le calcul a` l’e´chelle, qui
rappelons-le correspond dans ce cas au calcul plan-paralle`le, situe le maximum des flux dans
le nuage pre`s des frontie`res hautes et basses. Ainsi, pour le flux diffus descendant dans la
colonne 58, le maximum est situe´ au bas du nuage (9e`me couche sur 50) (fig. 5.20 au centre)
alors qu’il est en re´alite´ dans le tiers central (22e`me couche sur 50) (fig. 5.20 en haut et en
bas).
Les flux diffus moyens sortants sont de´taille´s dans le tableau 5.4.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
dwnJ 0.2989 0.2989 0.2989 0.2989 0.2989 0.2989 0.2989 0.2989 0.2989
dwnsub -0.0677 -0.0507 -0.0677 -0.0507 -0.0677 -0.0507 -0.0677 -0.0507 -0.0592
dwn 0.2312 0.2482 0.2312 0.2482 0.2312 0.2482 0.2312 0.2482 0.2397
upJ 0.3544 0.3544 0.3544 0.3544 0.3544 0.3544 0.3544 0.3544 0.3544
upsub -0.0485 -0.0391 -0.0485 -0.0391 -0.0485 -0.0391 -0.0485 -0.0391 -0.0438
up 0.3059 0.3153 0.3059 0.3153 0.3059 0.3153 0.3059 0.3153 0.3106
Tab. 5.4 – Flux moyens diffus sortants dans les 8 “pixels” et a` l’e´chelle du nuage sinuso¨ıdal
– AMR de Meyer.
Ce tableau indique qu’aussi bien a` l’e´chelle du nuage que dans chacun des pixels d’ap-
proximation, les sources diffuses additionnelles dues aux interactions sous-pixel sont ne´gatives
dans chacun des pixels d’approximation, et aussi bien vers le haut que vers le bas. On sures-
time ainsi les flux diffus moyens en ne´gligeant les interactions entre e´chelle. Cette
surestimation est plus importante dans les pixels pairs que dans les pixels impairs, et plus
importante pour les flux diffus descendants que montants. Les contributions en pourcentage
des interactions sous-pixel aux flux diffus sortants sont donne´es dans le tableau 5.5.
Les contributions atteignent pour les flux diffus sortants vers le bas et vers le haut des
valeurs respectivement de pre`s de 30%et 16% a` l’e´chelle des pixels d’approximation, et pre`s
de 25% et 14% a` l’e´chelle du nuage.
On peut se poser la question du signe syste´matiquement ne´gatif des contributions. La
premie`re explication que nous pouvons donner est en liaison avec l’e´tude de l’extinction du
flux direct : le calcul a` l’e´chelle surestime l’extinction du rayonnement direct par le milieu
-puisqu’il sous-estime la transmission du flux direct (tableau 5.3), donc ce calcul surestime la
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Fig. 5.20 – Flux diffus descendant dans le nuage sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
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Fig. 5.21 – Flux diffus montant dans le nuage sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
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ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
moyenne
(e´chelle
du nuage)
dwnsub -29.26 -20.43 -29.26 -20.43 -29.26 -20.43 -29.26 -20.43 -24.69
upsub -15.87 -12.41 -15.87 -12.41 -15.87 -12.41 -15.87 -12.41 -14.12
Tab. 5.5 – Contribution en % des interactions sous-pixel aux flux diffus sortants – Nuage
sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
redistribution angulaire d’e´nergie. Les quantite´s diffuse´es e´tant surestime´es, les contributions
des interactions sous-pixel aux flux diffus sont ne´gatives. On peut adopter aussi le meˆme
raisonnement que celui du paragraphe 3.7.3 sur l’importance de l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´
verticale : en plan-paralle`le, on surestime de fac¸on syste´matique le flux diffus. Les contributions
sont plus fortes pour les flux descendants : cette constatation est a` rapprocher du fait que
ceux-ci sont le re´sultat de plus d’interactions entre le champ de rayonnement et le milieu. Selon
[Marshak et al. 1995], les photons re´fle´chis sont diffuse´s typiquement τ fois, avec τ l’e´paisseur
optique, et les photons transmis τ2 fois, dans le re´gime diffusif (τ>>1). Dans notre cas, les
valeurs d’e´paisseur optique ne sont pas tre`s importantes, mais puisque g=0, on peut conside´rer
que l’on est dans le cas du re´gime difusif. Afin de mieux examiner ces proble`mes, e´tudions
de plus pre`s la diffusion multiple qui ope`re ici. Sur les figures 5.22, on voit l’´evolution en
fonction de l’ordre de diffusion des contributions cumule´es des interactions sous-pixel
aux flux diffus sortants pour le pixel 1 et le pixel 2 (vu la pe´riodicite´ du champ, les autres ne
sont pas repre´sente´s).
On constate tout d’abord la similarite´ des e´volutions pour les flux montants et descendants.
Pour chaque cas, les contributions sous-pixel cumule´es sont d’abord nettement ne´gatives,
passent par un minimum pour le quatrie`me ordre de diffusion, puis convergent. Les contribu-
tions sous-pixel de´croissent donc en valeur absolue quand l’ordre de diffusion augmente, elles
sont d’abord ne´gatives, puis un changement de signe intervient a` la quatrie`me diffusion. Les
contributions relatives a` l’e´chelle du nuage entier (fig. 5.23) atteignent un maximum en valeur
absolue pour l’ordre de diffusion deux (23% et 41% pour les flux montant et descendant),
avant de converger vers les pourcentages de pre`s de 14% et 25% a` l’e´chelle du nuage. On
remarque e´galement sur les figures 5.22 que les flux a` l’e´chelle convergent plus rapidement –
autour du dixie`me ordre de diffusion, que les flux totaux – autour du quinzie`me ordre. La
figure 5.24 confirme ces faits. Elle montre les flux sortants pour chaque ordre de diffusion a`
l’e´chelle du nuage entier. On constate les changements de signes des flux diffus fluxsub : pour
des ordres de diffusion faibles (infe´rieurs a` six) les flux sous-pixel sont ne´gatifs (fig. 5.24a et c)
et ils diminuent en valeur absolue. A partir de la sixie`me diffusion, les flux fluxsub deviennent
positives (fig. 5.24b et d), ils passent par un maximum (a` l’ordre de diffusion huit) avant de
de´croˆıtre. L’e´volution de fluxsub pour chaque ordre de diffusion est soit un amortissement
semi-pe´riodique (les valeurs de fluxsub diminuent en valeur absolue et changent de signe),
soit un amortissement ape´riodique (les valeurs de fluxsub diminuent en valeur absolue sans
changement de signe). Paralle`lement a` ce comportement de fluxsub, le flux a` l’e´chelle fluxJ
de´croˆıt rapidement. Cette diminution en valeur absolue de fluxsub et ce changement de signe,
font que les flux a` l’e´chelle convergent plus rapidement que les flux totaux. Ainsi, a` partir du
vingtie`me ordre de diffusion (fig. 5.24b et d), on peut conside´rer que seuls les flux sous-pixel
participent aux flux sortants. On reviendra sur ce changement de signe des contributions lors
de l’e´tude des radiances.
On peut trouver une explication de cette convergence plus lente – en fonction de l’ordre
de diffusion – des flux totaux, due aux interactions entre e´chelles, sur les figures 5.20 et 5.21 :
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Fig. 5.22 – Evolution des flux diffus cumule´s sortants, a` l’e´chelle des pixels d’approximation,
en fonction de l’ordre de diffusion : a) et b) flux descendant, pixel 1 et 2 ; c) et d) flux montant,
pixel 1 et 2 – AMR de Meyer – Nuage sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
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Fig. 5.23 – Evolution des contributions cumule´es des interactions sous-pixel aux flux diffus
sortants a` l’e´chelle du nuage en fonction de l’ordre de diffusion – Nuage sinuso¨ıdal – AMR de
Meyer.
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Fig. 5.24 – Flux normalise´s sortant a` l’e´chelle du nuage pour chaque ordre de diffusion –
Nuage sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
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les flux maximaux a` l’e´chelle sont a` la limite du nuage (basse pour les flux descendants et
haute pour les flux montants), et les sources additionnelles dues aux interactions sous-pixel
ont tendance a` reporter l’altitude de ces maxima plus a` l’inte´rieur du nuage. Logiquement,
les “trous relatifs” dans la distribution nuageuse, repre´sente´s par les coefficients d’ondelette a`
diffe´rentes e´chelles du champ d’extinction, font pe´ne´trer plus en avant les photons, ce processus
e´tant quantitativement repre´sente´ dans la source additionnelle. Cette pe´ne´tration des photons
dans le nuage a pour conse´quence des interactions plus nombreuses. Il est donc logique que
les ordres de diffusion e´leve´s continuent a` alimenter fluxsub et que celui-ci converge plus
lentement que fluxJ . L’analyse de ce processus demande une e´tude plus approfondie des
sources diffusives dans le nuage aux diffe´rents ordres de diffusion, et de l’importance de la
contribution des interactions sous-pixel dans ces sources.
5.3.1.2.1.3 Flux total sortant descendant (direct+diffus)
Les flux totaux (direct+diffus) sortant du nuage par le bas sont donne´s dans le tableau 5.6.
Les contributions en pourcentage des interactions sous-pixel au flux total sortant vers le bas
sont donne´es tableau 5.7.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
total dwnJ 0.6456 0.6456 0.6456 0.6456 0.6456 0.6456 0.6456 0.6456 0.6456
total dwnsub -0.0147 0.1028 -0.0147 0.1028 -0.0147 0.1028 -0.0147 0.1028 0.0440
total dwn 0.6309 0.7483 0.6309 0.7483 0.6309 0.7483 0.6309 0.7483 0.6896
Tab. 5.6 – Flux moyens totaux (direct+diffus) descendants sortants, dans les 8 “pixels” et a`
l’e´chelle du nuage sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
En calculant les flux a` l’e´chelle, on sous-estime globalement le flux total transmis de 0.0440
(rappel : les valeurs sont normalise´es). Cette erreur vient de la sous-estimation a` l’e´chelle de
la transmission du flux direct (0.1032) compense´e en partie par la surestimation du flux diffus
transmis (-0.0592). Le constat est diffe´rent a` l’e´chelle des pixels : pour les pixels impairs, il y
a une faible surestimation (-0.0147) du flux total transmis, et pour les pixels pairs une forte
sous-estimation (0.1028). Ainsi, a` l’e´chelle du nuage, on obtient une contribution positive de
0.0440 soit en pourcentage 6.38 %.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
total dwnsub -2.33 +13.73 -2.33 +13.73 -2.33 +13.73 -2.33 +13.73 +6.38
Tab. 5.7 – Contribution en % des interactions sous-pixel au flux total (direct + diffus) des-
cendant sortant – Nuage sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
Cette contribution positive de 0.0440 est a` comparer a` la contribution ne´gative (-0.0438)
pour le flux montant. Globalement, les interactions sous-pixel participent au transport de
l’e´nergie radiative a` travers le nuage vers le bas : le nuage transmet plus d’e´nergie (+0.0440)
et en re´fle´chit moins (-0.0438) que s’il e´tait plan-paralle`le. On reviendra sur cet aspect dans
le paragraphe a` travers l’e´tude des flux nets verticaux.
5.3.1.2.1.4 Total des flux sortants du nuage
Le total des flux moyens sortants du nuage est donne´ dans le tableau 5.8. La somme des
flux normalise´s sortants a` l’e´chelle du nuage vaut 1.0002 : le bilan e´nerge´tique est donc ferme´
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a` la pre´cision 0.02%. La contribution globale des interactions sous-pixel est quasiment nulle
(0.02%), ce qui est rassurant : il n’y a pas de cre´ation d’e´nergie dans le nuage.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
totalJ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
totalsub -0.0633 0.0636 -0.0633 0.0636 -0.0633 0.0636 -0.0633 0.0636 0.0002
total 0.9367 1.0636 0.9367 1.0636 0.9367 1.0636 0.9367 1.0636 1.0002
Tab. 5.8 – Somme des flux de´taille´s sortants du nuage sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
Effet de canalisation du rayonnement (ou channelling)
Ce tableau 5.8 indique e´galement les effets de canalisation du rayonnement a` l’e´chelle des
pixels d’approximation. Quand le flux moyen dans un pixel est supe´rieur a` un, cela signifie
que ce pixel est relativement e´claire´ par ses voisins : le transport horizontal net de photons
des pixels voisins vers le pixel conside´re´ est positif. Le calcul a` l’e´chelle correspond pour ce
nuage et pour l’AMR de Meyer au calcul plan-paralle`le : chaque colonne e´change la meˆme
e´nergie radiative avec ses voisines : le flux net horizontal est alors nul et les flux indice´s J sont
e´gaux a` un. Les effets de channelling interviennent aux endroits des minima locaux d’e´paisseur
optique. La distribution e´tant homoge`ne verticalement, cela correspond a` des “trous” relatifs
dans le nuage. Pour ce nuage, ce sont vraiment des trous. La figure 5.25 montre les valeurs
du flux total sortant en chaque point. On a repre´sente´ en trait plein pointe´ les zones de
channelling. La repre´sentation de la distribution d’e´paisseur optique (en valeur arbitraire)
montre la concordance entre le channelling et les minima d’e´paisseur optique.
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Fig. 5.25 – Effet de canalisation dans le nuage sinuso¨ıdal.
A cause de l’AMR utilise´e et de la vision plan-paralle`le a` basse re´solution du nuage, l’effet
de canalisation est donc uniquement duˆ ici aux interactions sous-pixel. Nous e´tudions plus
pre´cise´ment cet aspect dans le paragraphe ci-dessous.
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5.3.1.2.1.5 Etude du transport vertical de l’e´nergie radiative
Nous allons ici e´tudier le transport vertical de l’e´nergie radiative dans le nuage, et l’effet sur ce
transport des interactions sous-pixel. Cette e´tude s’appuie sur l’e´tude des flux nets verticaux.
Le flux net vertical est de´fini ainsi :
flux net vertical = (flux direct re´duit + flux diffus descendant)− flux diffus montant
Le flux net vertical est the´oriquement constant en calcul plan-paralle`le si le nuage est
conservatif (ω˜0 = 1) [Marshak et al. 1998]. La figure 5.26 donne les flux verticaux nets a`
l’e´chelle du nuage, calcule´s en conside´rant l’ensemble des interactions entre les deux champs,
celles a` l’e´chelle et celles sous-pixel.
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Fig. 5.26 – Flux nets verticaux pour l’ensemble du nuage sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
Les flux nets sont quasiment constants dans le nuage, le flux net a` l’e´chelle valant environ
0.64. On visualise sur cette figure la contribution positive due a` la pre´sence d’he´te´roge´ne´ite´s
dans le champ nuageux. Les he´te´roge´ne´ite´s nuageuses participent donc globalement au trans-
port de l’e´nergie radiative vers le bas. Mais qu’en est-il localement dans le nuage ? Plac¸ons
nous dans deux colonnes : la colonne 58 et la colonne 40, dans lesquelles le rayonnement est
respectivement non-canalise´ et canalise´ comme on le voit sur la figure 5.25.
Quel est le signe du flux net vertical duˆ aux interactions sous-pixel dans la colonne 58 ? La
figure 5.27 donne l’allure des flux nets verticaux dans cette colonne. On observe que le flux net
vertical duˆ aux interactions sous-pixel est partout ne´gatif dans cette colonne, et il augmente
en valeur absolue lors de la traverse´e vers le bas du nuage. La conse´quence est un abaissement
du flux net total de 0.64 a` des valeurs entre 0.43 et 0.5. Ceci traduit la fuite horizontale des
photons depuis cette colonne. Cet effet augmente lors de la traverse´e du nuage vers la bas.
Les interactions sous-pixel ont donc tendance a` diminuer le transport vers le bas de l’e´nergie
radiative dans la colonne 58. Mais qu’en est-il dans le de´tail ? La figure 5.28 de´compose les
flux verticaux dans la colonne 58 dus seulement aux interactions sous-pixel. On retrouve dans
cette figure l’e´volution du flux net vertical duˆ aux interactions sous-pixel, partout ne´gatif et
e´voluant de -0.14 a` -0.21. On observe que les interactions sous-pixel provoquent un flux direct
partout ne´gatif (maximum en valeur absolue au tiers bas du nuage), des flux diffus partout
positif, maximum au tiers haut du nuage pour le flux diffus descendant : le nuage transmet
moins le rayonnement collimate´ solaire, et diffuse plus vers le haut et le bas. La somme des
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flux descendants (direct + diffus) est quasiment partout ne´gative dans le nuage. Ainsi, le flux
net vertical duˆ aux interactions sous-pixel est ne´gatif parceque celles-ci, d’une part diminuent
la transmission vers le bas du rayonnement (direct + diffus) – c’est surtout vrai dans le bas
du nuage et cause´ par la diminution du flux direct, et d’autre part augmentent la diffusion
de l’e´nergie radiative vers le haut.
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Fig. 5.27 – Flux nets verticaux dans la colonne 58 – Nuage sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
En re´fe´rence a` [Davis and Marshak 2001], quand les lignes de flux sont verticales, i.e.
quand le flux net est constant verticalement dans le nuage, on est dans le cas d’un calcul
IPA : les flux nets verticaux de´pendent des e´paisseurs optiques moyennes dans les colonnes,
et le flux net horizontal est nul. Quand les lignes de flux sont courbe´es, i.e. quand le flux
net varie verticalement dans le nuage, on visualise les effets 3D et en particulier l’effet de
canalisation. Les effets 3D pour ce nuage et cette AMR sont uniquement repre´sente´s dans les
calculs sous-pixel.
Dans la colonne 40, qui est une zone de faible e´paisseur optique, les effets sont inverse´s
(fig. 5.29) : le flux net duˆ aux interactions sous-pixel est positif et il augmente quand on
traverse le nuage vers le bas. Dans cette colonne, le transport de l’e´nergie radiative vers le
bas est donc augmente´ par les effets sous-pixel. On peut constater l’effet de canalisation : a`
la base de cette colonne, le flux net vertical est supe´rieur a` un.
Cette e´tude des flux nets verticaux pour ce nuage et avec l’AMR de Meyer permet
d’appre´cier les effets globaux et locaux des he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel sur le transport ver-
tical de l’e´nergie radiative a` travers le nuage. Globalement, la pre´sence d’he´te´roge´ne´ite´s dans
le champ nuageux augmente le transport vers le bas. Localement (colonne 58), le calcul a`
l’e´chelle, ne´gligeant la fuite horizontale des photons, indique une transmission trop rapide et
aise´e des photons a` travers le nuage : la transmission verticale de l’e´nergie radiative y est
surestime´e. Quand les flux nets verticaux dus aux interactions sous-pixel diminuent dans le
nuage, il y a fuite horizontale des photons (par analogie e´lectrique, le flux contourne ces zones
de plus forte re´sistance) ; quand ils augmentent dans le nuage, il y a canalisation de l’e´nergie
radiative (la re´sistance au passage du flux est plus faible).
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Fig. 5.28 – Flux dans la colonne 58 du aux interactions sous-pixel – Nuage sinuso¨ıdal – AMR
de Meyer.
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Fig. 5.29 – Flux nets verticaux dans la colonne 40 – Nuage sinuso¨ıdal – AMR de Meyer.
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5.3.1.2.2 Cas de la multire´solution de Haar
5.3.1.2.2.1 Flux directs (collimate´s) sortants
La figure 5.30 montre les flux solaires directs dans le nuage. Les flux directs sortant au bas du
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Fig. 5.30 – Flux collimate´s (directs) dans le nuage sinuso¨ıdal – Θsol = 161
◦ – AMR de Haar.
nuage sont de´taille´s dans le tableau 5.9. Dans le cas de Haar, le flux direct transmis a` l’e´chelle
(fig. 5.9 au centre) ne correspond plus a` l’approximation plan-paralle`le. Les contributions en
pourcentage des interactions sous-pixel au flux direct sortant au bas du nuage sont donne´es
tableau 5.10.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
dwnJ 0.6791 0.1769 0.6791 0.1769 0.6791 0.1769 0.6791 0.1769 0.4280
dwnsub 0.0255 0.0183 0.0255 0.0183 0.0255 0.0183 0.0255 0.0183 0.0219
dwn 0.7046 0.1952 0.7046 0.1952 0.7046 0.1952 0.7046 0.1952 0.4499
Tab. 5.9 – Flux moyens directs sortants dans les 8 pixels et a` l’e´chelle du nuage sinuso¨ıdal –
AMR de Haar.
Comme pour l’AMR de Meyer, on obtient avec l’AMR de Haar des contributions posi-
tives pour chacun des pixels. Les deux AMR donnent donc qualitativement le meˆme
re´sultat, mais ici les amplitudes sont moindres, car l’approximation basse re´solution par
l’AMR de Haar est plus proche de la variabilite´ nuageuse.
5.3.1.2.2.2 Flux diffus sortants
Les figures 5.31 et 5.32 montrent les flux diffus descendants et montants dans le nuage.
Contrairement a` l’AMR de Meyer et logiquement, c’est maintenant la variabilite´ horizontale
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ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
dwnsub +3.62 +9.35 +3.62 +9.35 +3.62 +9.35 +3.62 +9.35 4.86
Tab. 5.10 – Contribution en % des interactions sous-pixel au flux direct sortant – Nuage
sinuso¨ıdal – AMR de Haar.
a` l’inte´rieur des pixels qui est repre´sente´ par les sources dues aux interactions sous-pixel. Avec
l’AMR de Haar, on peut remarquer que, dans la colonne 58, le calcul a` l’e´chelle paraˆıt situer
plus convenablement le maximum du flux diffus descendant, dans le tiers central du nuage.
Les flux diffus sortants sont de´taille´s dans le tableau 5.11.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
dwnJ 0.1564 0.3404 0.1564 0.3404 0.1564 0.3404 0.1564 0.3404 0.2484
dwnsub 0.0093 -0.0320 0.0093 -0.0320 0.0093 -0.0320 0.0093 -0.0320 -0.0114
dwn 0.1657 0.3084 0.1657 0.3084 0.1657 0.3084 0.1657 0.3084 0.2370
upJ 0.1629 0.4742 0.1629 0.4742 0.1629 0.4742 0.1629 0.4742 0.3185
upsub 0.0123 -0.0333 0.0123 -0.0333 0.0123 -0.0333 0.0123 -0.0333 -0.0105
up 0.1752 0.4409 0.1752 0.4409 0.1752 0.4409 0.1752 0.4409 0.3080
Tab. 5.11 – Flux diffus moyens sortants, dans les 8 pixels et a` l’e´chelle du nuage sinuso¨ıdal –
AMR de Haar.
Ce tableau indique qu’a` l’e´chelle du nuage, la prise en compte des interactions sous-pixel
fait baisser la valeur des flux diffus, aussi bien vers le haut que vers le bas. On surestime ainsi
globalement les flux diffus en ne´gligeant les interactions entre e´chelles. Cependant
ici, a` l’e´chelle des pixels d’approximation, les contributions sont plus variables que pour l’AMR
de Meyer :
– pour les pixels impairs, les interactions sous-pixel font augmenter syste´matiquement
la valeur des flux diffus vers le haut (re´fle´chis) et vers le bas,
– tandis que pour les pixels pairs, les interactions sous-pixel font baisser syste´matiquement
la valeur des flux diffus vers le haut (re´fle´chis) et vers le bas.
Les contributions en pourcentage des interactions sous-pixel aux flux diffus sortants sont
donne´es tableau 5.12. Les contributions sont moins fortes que pour l’AMR de Meyer, le
maximum e´tant d’environ 10% a` l’e´chelle des pixels, et de 5% a` l’e´chelle globale du nuage.
Les changements de signe des contributions additionnelles en fonction des pixels sont assez
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
moyenne
(e´chelle
du nuage)
dwnsub +5.59 -10.36 +5.59 -10.36 +5.59 -10.36 +5.59 -10.36 -4.79
upsub +7.03 -7.54 +7.03 -7.54 +7.03 -7.54 +7.03 -7.54 -3.40
Tab. 5.12 – Contribution en % des interactions sous-pixel aux flux diffus sortants – Nuage
sinuso¨ıdal – AMR de Haar.
remarquables, d’autant plus qu’ils concernent de la meˆme fac¸on les flux sortants montants
et descendants. Vu l’approximation basse re´solution de la variabilite´ nuageuse au sens de
Haar (fig. 5.17), pouvait-on pre´voir ce comportement ? De meˆme que pour l’AMR de Meyer,
l’extinction du rayonnement collimate´ par le milieu est surestime´e quand on fait le calcul
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Fig. 5.31 – Flux diffus descendant dans le nuage sinuso¨ıdal – AMR de Haar.
0.1
0.2
0.3
0.4
20 40 60 80 100 120
5
10
15
20
25
Ec
he
lle
 v
er
tic
al
e
Flux diffus montant dû à la totalité des interactions
0.1
0.2
0.3
0.4
20 40 60 80 100 120
5
10
15
20
25
Ec
he
lle
 v
er
tic
al
e
Flux diffus montant dû aux interactions à l’échelle
−0.1 
−0.05
0    
0.05 
0.1  
20 40 60 80 100 120
5
10
15
20
25
Ec
he
lle
 v
er
tic
al
e
Flux diffus montant additionnel dû aux interactions sous−pixel
Fig. 5.32 – Flux diffus montant dans le nuage sinuso¨ıdal – AMR de Haar.
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a` l’e´chelle, donc le champ diffus e´galement. On retrouve comme pre´ce´demment des contribu-
tions sous-pixel ne´gatives pour les pixels pairs. Pourquoi n’en est-il pas de meˆme pour les
pixels impairs ou` les contributions sont positives ?
Si l’on observe l’e´volution en fonction de l’ordre de diffusion des contributions
cumule´es des interactions sous-pixel aux flux diffus pour le pixel 1 et le pixel 2 (fig. 5.33),
on constate que les sources additionnelles sous-pixel sont d’abord de signe ne´gatif dans les
pixels impairs (fig. 5.33a et c), puis la tendance s’inverse et les sources aux ordres de diffusion
plus e´leve´s (de 3 a` 15) sont positives. Le signe positif des contributions additionnelles dans
les pixels pairs est donc duˆ a` la diffusion multiple. Mais de quelle source diffuse´e s’agit-il ? Vu
les faibles e´paisseurs optiques dans les pixels impairs, il s’agira de la diffusion multiple des
sources provenant des pixels avoisinants. Cette hypothe`se est ve´rifie´e dans le tableau 5.15 :
il indique que les pixels impairs canalisent le rayonnement. L’e´tude des radiances (section
5.3.1.3.2) va montrer que pour les pixels impairs, le signe positif des sources additionnelles
sous-pixel provient des directions tre`s incline´es, donc des pixels avoisinants. L’explication de
ce signe positif est donc en fait assez simple. Le fait de conside´rer dans les pixels impairs une
e´paisseur optique constante de 0.365 sans voir les tre`s faibles e´paisseurs optiques, synonymes
de trous dans le nuage, sous-estime la transmission efficace par les pixels impairs des sources
radiatives des pixels voisins. Les sources de diffusion multiple dues aux interactions entre
e´chelles sont donc positives. Les figures 5.33a) et c) indiquent e´galement que dans les pixels
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Fig. 5.33 – Evolution des flux diffus cumule´s a` l’e´chelle des pixels d’approximation en fonction
de l’ordre de diffusion : a) et b) flux montant, pixel 1 et 2 ; c) et d) flux descendant, pixel 1
et 2 – Nuage sinuso¨ıdal – AMR de Haar.
pairs, les flux a` l’e´chelle convergent tre`s rapidement. On constate sur les figures 5.33b) et d)
que dans les pixels pairs, les flux cumule´s sortants dus aux interactions sous-pixel ne sont pas
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du tout soumis a` cette remonte´e avec les ordres de diffusion. A l’e´chelle du nuage (fig. 5.34),
on retrouve cette augmentation assez vive des sources avec l’ordre de diffusion en partant
d’une valeur tre`s ne´gative. Ici encore, c’est la transmittance qui est la plus affecte´e par les
interactions sous-pixel.
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Fig. 5.34 – Evolution des contributions cumule´es des interactions sous-pixel aux flux diffus
sortants a` l’e´chelle du nuage en fonction de l’ordre de diffusion – Nuage sinuso¨ıdal – AMR de
Haar.
5.3.1.2.2.3 Flux total sortant vers le bas (direct+diffus)
Les flux totaux (direct+diffus) sortants du nuage par le bas sont donne´s dans le tableau 5.13
et les contributions en pourcentage des interactions sous-pixel au flux total sortant vers le bas
sont donne´es dans le tableau 5.14.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
total dwnJ 0.8355 0.5173 0.8355 0.5173 0.8355 0.5173 0.8355 0.5173 0.6764
total dwnsub 0.0348 -0.0137 0.0348 -0.0137 0.0348 -0.0137 0.0348 -0.0137 0.0105
total dwn 0.8703 0.5036 0.8703 0.5036 0.8703 0.5036 0.8703 0.5036 0.6869
Tab. 5.13 – Flux moyens totaux (direct+diffus) descendants sortants, dans les 8 pixels et a`
l’e´chelle du nuage sinuso¨ıdal – AMR de Haar.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
total dwnsub +4.00 -2.72 +4.00 -2.72 +4.00 -2.72 +4.00 -2.72 +1.53
Tab. 5.14 – Contribution en % des interactions sous-pixel au flux total (direct + diffus)
descendant sortant – Nuage sinuso¨ıdal – AMR de Haar.
En sommant les flux sortants diffus et direct, les contributions sous-pixel sont re´duites par
l’addition des plus et des moins dans chaque pixel. Pour les pixels impairs, il y a une sous-
estimation (0.0348) du flux total transmis, et pour les pixels pairs une le´ge`re surestimation
(-0.0137). A l’e´chelle du nuage, la sous-estimation de la transmission du flux direct (0.0219)
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compense´e en partie par la surestimation du flux diffus transmis (-0.0114) donne une contri-
bution positive de 0.0105 soit en pourcentage 1.53 %. De meˆme que pour l’AMR de Meyer,
on peut en conclure que globalement, les interactions sous-pixel participent au transport de
l’e´nergie radiative a` travers le nuage vers le bas, mais pour l’AMR de Haar, la contribution
est pre`s de 4 fois moins e´leve´e.
5.3.1.2.2.4 Total des flux sortant du nuage.
Le total des flux moyens sortants du nuage est donne´ dans le tableau 5.15.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
totalJ 1.1403 0.8496 1.1403 0.8496 1.1403 0.8496 1.1403 0.8496 0.99492
totalsub 0.0333 -0.0332 0.0333 -0.0332 0.0333 -0.0332 0.0333 -0.0332 6e-005
total 1.1736 0.8164 1.1736 0.8164 1.1736 0.8164 1.1736 0.8164 0.99498
Tab. 5.15 – Somme des flux de´taille´s sortant du nuage sinuso¨ıdal – AMR de Haar.
Le bilan donne 0.99498 : le bilan e´nerge´tique est donc ferme´ a` une pre´cision d’environ
0.5%. Ce tableau indique e´galement les effets de “channelling” importants dans les pixels
impairs : on constate qu’il ressort, par le haut et le bas de la colonne de largeur de´finie par
la taille d’un pixel, 17.36 % d’e´nergie en plus qu’il n’en est rentre´. Le tableau indique que
cet effet est en grande partie duˆ aux interactions a` l’e´chelle (14.03 %). En effet, pour l’AMR
de Haar, le terme
∑
1
〈δϕ1,ϕ3〉
〈
N˜k (z, µ±) , ϕ1
〉
(paragraphe 3.8.1) pre´sent dans le calcul a`
l’e´chelle n’est pas nul : on prend en compte a` l’e´chelle le transport horizontal net dans le
nuage duˆ aux valeurs diffe´rentes des proprie´te´s optiques moyennes du milieu dans les pixels
d’approximation. Les interactions sous-pixel sont responsables de 3.3317.36100 = 19.18% de la
canalisation a` l’e´chelle des pixels d’approximation.
5.3.1.2.2.5 Etude du transport vertical de l’e´nergie radiative
Les figures 5.35 donnent les flux verticaux nets a` l’e´chelle du nuage, calcule´s en conside´rant
l’ensemble des interactions entre les deux champs et celles a` l’e´chelle (fig. 5.35a) et sous-pixel
(fig. 5.35b). A l’e´chelle du nuage, le flux net duˆ aux interactions sous-pixel varie entre 0.01 et
0.0115. Le flux net a` l’e´chelle est plus e´leve´ que pour l’AMR de Meyer, compris entre 0.66
et 0.675, et il n’est plus constant dans le nuage : le calcul avec l’AMR de Haar et a` l’e´chelle
n’est plus un calcul plan paralle`le. La figure 5.36 donne les flux nets verticaux dans la colonne
58. Cette figure est a` comparer a` la figure 5.27. On observe que le flux net vertical duˆ aux
interactions sous-pixel est ici aussi partout ne´gatif, mais moins important en valeur absolue
que dans le cas de de l’AMR de Meyer. Le flux net vertical duˆ aux interactions a` l’e´chelle est
plus faible (infe´rieur a` 0.6) que dans le cas de l’AMR de Meyer (supe´rieur a` 0.6). De meˆme
qu’avec l’AMR de Meyer, le flux net total de´croˆıt quand on traverse le nuage du haut vers le
bas, mais ici, cette de´croissance n’est pas due uniquement au flux net sous-pixel : le flux net
a` l’e´chelle n’est pas non plus constant dans le nuage. La figure 5.37 (comparable a` la figure
5.28) de´taille les flux verticaux dans la colonne 58 dus aux interactions sous-pixel.
Ici aussi, le flux direct est ne´gatif partout, le flux diffus montant est partout positif, le
flux diffus descendant est maximum vers le tiers supe´rieur du nuage. Mais ici, le flux diffus
descendant duˆ aux interactions sous-pixel est ne´gatif dans le quart bas du nuage : le calcul a`
l’e´chelle de type Haar y surestime le flux diffus descendant. Les interactions sous-pixel donnent
finalement un flux net vertical partout ne´gatif dans cette colonne, de -0.08 a` la base contre
-0.02 au sommet. Ce flux net est plus faible en valeur absolue que dans le cas de Meyer.
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Fig. 5.35 – Flux nets verticaux pour l’ensemble du nuage sinuso¨ıdal– AMR de Haar.
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Fig. 5.36 – Flux nets verticaux dans la colonne 58 – Nuage sinuso¨ıdal – AMR de Haar.
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Fig. 5.37 – Flux dans la colonne 58 du aux interactions sous-pixel – Nuage sinuso¨ıdal – AMR
de Haar.
Dans la colonne 40 (figure 5.38), on constate comme pour l’AMR de Meyer (fig. 5.29) un
flux net vertical aux interactions sous-pixel de signe positif et augmentant quand on traverse le
nuage vers le bas. De meˆme, le flux net vertical a` l’e´chelle semble a` peu de choses pre`s constant,
mais ici il vaut environ 0.2 de plus que dans le cas de l’AMR de Meyer, manifestation du fait
que le phe´nome`ne de canalisation du rayonnement dans la colonne 40 est en partie porte´ par
le calcul a` l’e´chelle dans le cas de l’AMR de Haar.
Cette e´tude des flux nets verticaux pour ce nuage et avec l’AMR de Haar permet d’appre´cier
la diffe´rence des calculs a` l’e´chelle par rapport a` ceux avec l’AMR de Meyer. Une partie des
effets radiatifs 3D, ceux conse´quences de la diffe´rence d’e´paisseur optique moyenne a` l’e´chelle
des pixels d’approximation (successivement 0.365 et 1.635), sont ici pris en compte a` l’e´chelle.
Les contributions sous-pixel aux flux nets verticaux sont donc moins importantes.
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Fig. 5.38 – Flux nets verticaux dans la colonne 40 – Nuage sinuso¨ıdal – AMR de Haar.
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5.3.1.3 Analyse des radiances sortantes
On analyse ici les radiances sortantes obtenues pour chaque pixel d’approximation, c’est
a` dire les radiances moyennes a` l’e´chelle de ces pixels. L’inte´reˆt de notre calcul est que nous
est fourni par le code WaveNum et en une seule simulation la contribution de l’effet des
he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel aux radiances a` l’e´chelle des pixels d’approximation. On adopte une
repre´sentation polaire pour repre´senter les radiances : la distance au centre correspond au
sinus de l’angle ze´nithal θ (donc la direction la plus a` la verticale est au centre, et la plus
horizontale est en pe´riphe´rie), et on de´crit le cercle suivant l’angle azimutal φ. Deux types
de figures sont repre´sente´es : la premie`re comporte trois repre´sentations polaires donnant
les radiances e´mergeantes calcule´es en prenant en compte la totalite´ des interactions entre
les deux champs (RAD), les interactions a` l’e´chelle (RADJ), et les interactions sous-pixel
(RADsub). La deuxie`me figure repre´sente la contribution relative des interactions sous-pixel
aux radiances sortantes dans chacun des pixels d’approximation. C’est simplement le rapport
entre RADsub et RAD, ou plus justement RADsub/(RADJ + RADsub). De plus, on ne vi-
sualise que les radiances montantes : la diffusion e´tant isotrope, les radiances descendantes
n’apportent aucune information supple´mentaire. Pour ce nuage sinuso¨ıdal, seuls les re´sultats
pour les pixels 1 et 2 sont montre´s.
5.3.1.3.1 Cas de la multire´solution de Meyer
Les figures 5.39 et 5.40 donnent les radiances normalise´es montantes sortantes issues respec-
tivement des pixels 1 et 2. La rosace de gauche fournit les radiances dues a` la totalite´ des
interactions (RAD) ; la rosace centrale les radiances dues aux interactions a` l’e´chelle (RADJ) ;
la rosace de droite les radiances dues aux interactions sous-pixel (RADsub).
On observe une syme´trie des re´sultats par rapport a` l’axe φ = 0◦. Ceci est duˆ a` l’in-
variance des nuages suivant l’axe −→y . Les radiances a` l’e´chelle (repre´sentation polaire cen-
trale) sont quasiment inde´pendantes de l’angle azimutal. L’effet des interactions sous-pixel
(repre´sentation polaire de droite) est le plus important pour les angles ze´nithaux supe´rieurs a`
60◦. Pour ces angles ze´nithaux, l’effet des interactions sous-pixel change de signe entre le plan
avant (φ ≤ 90◦ et φ ≥ 270◦) et le plan arrie`re (90◦ ≤ φ ≤ 270◦). Pour le pixel 1, les valeurs
des radiances normalise´es RADsub sont ne´gatives (jusqu’a` -0.04) pour les angles ze´nithaux
supe´rieurs a` 60◦ et dans le plan arrie`re, et positives (jusqu’a` +0.01) pour les angles ze´nithaux
supe´rieurs a` 60◦ et dans le plan avant. Pour le pixel 2, c’est l’inverse. La syme´trie quasi-
parfaite des radiances RADsub dans les pixels 1 et 2 est a` relier a` la syme´trie des portions de
signal en regard des “pixels” impairs et pairs de Meyer (voir la figure 5.18). Analysons tout
d’abord les zones de la repre´sentation polaire ou` les radiances RADsub sont positives : dans
les pixels 1 et 2, la diffusion du rayonnement par la partie respectivement gauche et droite du
signal – ou` l’e´paisseur optique est maximale – est sousestime´e dans le calcul a` l’e´chelle ; cette
e´nergie diffuse – prise en compte dans le calcul sous-pixel – se propage assez librement vers
le haut dans des directions tre`s incline´es sur l’horizontale et vers les zones de faible e´paisseur
optique – invisibles pour la repre´sentation basse re´solution du signal, la partie respectivement
droite et gauche des pixels 1 et 2 (des abscisses 65 a` 81 sur la figure 5.18). Pour re´sume´, les
valeurs positives de RADsub ont pour origine une diffusion augmente´e par les parties gauche
et droite des pixels respectivement 1 et 2, et cette e´nergie diffuse sort assez facilement du
nuage par les parties respectivement droite et gauche de ces pixels. Analysons maintenant les
zones de la repre´sentation polaire ou` les radiances RADsub sont ne´gatives : dans les pixels 1
et 2, la diffusion du rayonnement par la partie respectivement droite et gauche du signal –
ou` l’e´paisseur optique est minimale – est surestime´e dans le calcul a` l’e´chelle ; cette e´nergie
diffuse “en trop” – prise en compte dans le calcul sous-pixel et de signe ne´gatif – se propage
assez difficilement vers le haut dans des directions tre`s incline´es sur l’horizontale et vers les
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Fig. 5.39 – Radiances sortantes montantes moyennes a` l’e´chelle du pixel 1 : radiances dues a` la
totalite´ des interactions (a` gauche), dues aux interactions a` l’e´chelle (au centre) et sous-pixel
(a` droite) – AMR de Meyer – Nuage sinuso¨ıdal.
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Fig. 5.40 – Radiances sortantes montantes moyennes a` l’e´chelle du pixel 2 : radiances dues a` la
totalite´ des interactions (a` gauche), dues aux interactions a` l’e´chelle (au centre) et sous-pixel
(a` droite) – AMR de Meyer – Nuage sinuso¨ıdal.
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Fig. 5.41 – Contributions relatives des interactions sous-pixel aux radiances montantes sortant
des pixels 1 et 2 – AMR de Meyer – Nuage sinuso¨ıdal.
zones de forte e´paisseur optique – invisibles pour la repre´sentation basse re´solution du signal,
la partie respectivement gauche et droite des pixels 1 et 2. Pour re´sume´, les valeurs ne´gatives
de RADsub ont pour origine une sure´valuation de la diffusion par les parties droite et gauche
des pixels respectivement 1 et 2, e´nergie diffuse qui se propagerait vers les parties respective-
ment gauche et droite de ces pixels, dont l’e´paisseur optique est constante et vaut l’unite´ dans
le calcul a` l’e´chelle, alors qu’en re´alite´, l’e´paisseur optique y atteint des valeurs plus e´leve´es (
jusqu’a` deux).
La pre´sence plus importante des valeurs ne´gatives de RADsub dans les deux pixels fait
que les flux diffus fluxsub moyens dans ces deux pixels sont ne´gatifs (voir 5.3.1.2.1.2). C’est
donc la surestimation par le calcul a` l’e´chelle de l’e´paisseur optique la` ou` celle-ci est en re´alite´
beaucoup plus faible, donc la surestimation des sources de diffusion, qui l’emporte globalement
dans le calcul de fluxsub a` l’e´chelle des pixels d’approximation.
La figure 5.41 donne la contribution relative des interactions sous-pixel en visualisant le
rapport des coefficients d’e´chelle dus aux interactions sous-pixel sur les coefficients d’e´chelle
totaux, pour les pixels 1 (a` gauche) et 2 (a` droite). On peut constater que, logiquement par
rapport a` l’analyse faite ci-dessus, la contribution des interactions sous-pixel est maximale
pour des directions proches de l’horizontale. Cette contribution atteint 50% en valeur ab-
solue (et de signe ne´gatif). On peut interpre´ter ainsi ces re´sultats : dans ces directions, le
calcul a` l’e´chelle surestime de 50% la valeur des radiances moyennes a` l’e´chelle des pixels
d’approximation.
5.3.1.3.2 Cas de la multire´solution de Haar
Les figures 5.42 et 5.43 donnent les radiances montantes sortantes issues respectivement
des pixels 1 et 2 pour l’AMR de Haar. Remarquons tout d’abord que les radiances totales
(repre´sentations polaires de gauche) sont diffe´rentes du cas de l’AMR de Meyer. Rappelons-
nous que la de´finition des pixels de Haar et de Meyer ne sont pas les meˆmes, et qu’en parti-
culier, ils ne sont pas positionne´s au meˆme endroit.
Les radiances calcule´es a` l’e´chelle sont maintenant tre`s diffe´rentes pour les pixels 1 et 2
(fig. 5.42 et 5.43 au centre) : l’e´paisseur optique moyenne dans le pixel 2 est plus importante,
154 CHAPITRE 5. RE´SULTATS OBTENUS ET PREMIE`RES ANALYSES
  0.5
  1
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
  0.5
  1
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
  0.5
  1
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
−0.01 0 0.01 0.02 0.030.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Fig. 5.42 – Radiances sortantes montantes moyennes a` l’e´chelle du pixel 1 : radiances totales
(a` gauche), dues aux interactions a` l’e´chelle (au centre) et sous-pixel (a` droite) – AMR de
Haar – Nuage sinuso¨ıdal.
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Fig. 5.43 – Radiances sortantes montantes moyennes a` l’e´chelle du pixel 2 : radiances totales
(a` gauche), dues aux interactions a` l’e´chelle (au centre) et sous-pixel (a` droite) – AMR de
Haar – Nuage sinuso¨ıdal.
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et de ce pixel e´merge beaucoup plus de flux diffus.
Les radiances additionnelles RADsub dues aux interactions sous-pixel ne pre´sentent plus la
syme´trie constate´e entre les pixels pour l’AMR de Meyer, mais l’explication des changements
de signe de RADsub pour les deux pixels et en fonction des directions peut eˆtre analyser de
la meˆme fac¸on et suivant les remarques de´ja` donne´es au paragraphe 5.3.1.2.2.2.
Dans le pixel 1, les radiances sous-pixel sont tre`s faibles en valeur absolue, sauf pour les
angles ze´nithaux importants ou` les contributions sont significatives et positives pour presque
tous les plans azimutaux, excepte´ pour les plans perpendiculaires a` l’axe −→x ou` elles sont
ne´gatives. On ne sait pas pour l’instant interpre´ter ces valeurs ne´gatives (autour de -0.01)
pour ces plans azimutaux. Comme il a e´te´ note´ au paragraphe 5.3.1.2.2.2, les contributions
positives correspondent a` la diffusion multiple. Ces contributions pour ces directions tre`s
incline´es correspondent aux sources radiatives provenant des pixels pairs : le calcul sous-pixel
compense la sousestimation des sources de diffusion dans les pixels pairs et la surestimation de
l’e´paisseur optique dans les pixels impairs par le calcul a` l’e´chelle. La pre´sence de contributions
positives plus importantes en valeur absolue fait que les flux diffus fluxsub moyen, ausi bien
montant que descendant, sont positifs dans les pixels pairs (voir les tableaux 5.11 et 5.12).
Dans le pixel 2, les radiances sous-pixel sont ne´gatives dans toutes les directions, et maxi-
males en valeur absolue pour les angles ze´nithaux importants. L’explication de la non-pre´sence
de radiances RADsub dans les pixels pairs est a` relier a` la remarque faite au paragraphe
5.3.1.2.2.2 que la diffusion aux ordres de diffusion e´leve´ n’apporte pas de contributions posi-
tives a` l’e´nergie diffuse sous-pixel dans les pixels pairs. Ces valeurs ne´gatives conduisent au
flux diffus sous-pixel moyen ne´gatif dans ce pixel (voir les tableaux 5.11 et 5.12).
On peut e´galement observer la contribution des interactions sous-pixel en visualisant le
rapport des coefficients d’e´chelle dus aux interactions sous-pixel sur les coefficients d’e´chelle
totaux : la figure 5.44 donne ces contributions relatives pour les radiances montantes et pour
les pixels 1 (a` gauche) et 2 (a` droite).
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Fig. 5.44 – Contributions relatives des interactions sous-pixel aux radiances montantes sortant
des pixels 1 et 2 – AMR de Haar – Nuage sinuso¨ıdal.
La figure 5.44 donne la contribution relative des interactions sous-pixel en visualisant le
rapport des coefficients d’e´chelle dus aux interactions sous-pixel sur les coefficients d’e´chelle
totaux, pour les pixels 1 (a` gauche) et 2 (a` droite). On peut constater ici aussi que, logiquement
par rapport a` l’analyse faite ci-dessus, la contribution des interactions sous-pixel est maximale
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pour des directions proches de l’horizontale. Pour le pixel 1, cette contribution atteint pre`s de
30% pour les angles ze´nithaux e´leve´s et dans la majorite´ des plans azimutaux. Pour le pixel
2, elle atteint 16% et est de signe ne´gatif.
5.3.2 Cas du nuage a` cascade borne´e
5.3.2.1 Approximation basse re´solution de la variabilite´ nuageuse
La figure 5.45 donne l’approximation a` basse re´solution de la fluctuation nuageuse de type
cascade borne´e pour les deux AMR de Haar et de Meyer.
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Fig. 5.45 – Approximations basse re´solution de la fluctuation type “cascade borne´e” par les
AMR Haar et Meyer.
Dans cette analyse des flux sortants pour le nuage cascade borne´e, nous ne donnons que
les re´sultats obtenus pour la multire´solution de Haar (et pour la technique de calcul HM ). La
raison est la suivante : pour ce nuage et l’AMR de Meyer, on obtient, a` l’e´chelle des 8 pixels
d’approximation, les flux direct transmis donne´s dans le tableau 5.16. On constate que le flux
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
en moyenne
(e´chelle
du nuage)
dwnJ 0.0857 0.2704 0.2635 0.6052 0.1801 0.0542 0.1507 0.1801 0.2237
dwnsub 0.0029 -0.0191 -0.0053 -0.1339 0.1213 -0.0683 0.0350 -0.0116 -0.0099
dwn 0.0885 0.2513 0.2582 0.4713 0.3014 -0.0141 0.1857 0.1685 0.2138
Tab. 5.16 – Flux directs sortants moyens dans les 8 “pixels Meyer” et a` l’e´chelle du nuage
“cascade borne´e”.
moyen obtenu dans le pixel 6 est ne´gatif et vaut -0.0141, ce qui est une valeur irre´aliste et
de´nue´e de sens physique. On voit la` l’inconve´nient de travailler avec une AMR qui propose
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Fig. 5.46 – Flux direct sortant du nuage, et la fonction d’e´chelle de Meyer pe´riodise´e ϕJ=3,k=6.
une fonction d’e´chelle oscillante pre´sentant des valeurs ne´gatives. La distribution des valeurs
analyse´es peut tre`s bien amener a` ce genre de proble`me. Pour nous en convaincre, il suffit
d’observer les deux fonctions dont on re´alise le produit scalaire (fig. 5.46) : le signal du flux
direct sortant du nuage, et la fonction d’e´chelle de Meyer pe´riodise´e ϕJ=3,k=6.
Les valeurs maximales du signal du flux direct co¨ıncident avec les valeurs ne´gatives de
la fonction d’e´chelle (autour des soixantie`me et centie`me points) pour donner finalement un
produit scalaire ne´gatif.
L’utilisation de l’AMR de Meyer, conduisant a` des valeurs non physiques, seuls les re´sultats
pour l’AMR de Haar sont e´tudie´s. Il faut noter toutefois que l’utilisation de l’AMR de Meyer
permet de faire des calculs de l’e´nergie radiative due a` la totalite´ des interactions tout a` fait
valables, mais leus analyse est difficilement exploitable en terme d’interaction entre e´chelle.
5.3.2.2 Analyse des flux sortants
5.3.2.2.1 Flux directs sortants
La figure 5.47 montre les flux directs solaires de´taille´s dans le nuage.
Les flux directs moyens sortants dans les 8 pixels d’approximation sont de´taille´s dans le
tableau 5.17, et les contributions en pourcentage des interactions sous-pixel aux flux directs
moyens sortant du nuage, sont donne´es tableau 5.18. Les contributions sont maximales dans
les pixels 1, 6 et 8 (supe´rieur a` 0.02), et maximales en pourcentage dans les pixels 5 et 6 : les
contributions vont de -2.66 a` 51.75%. A l’e´chelle du nuage, les signes contraires se compensent
et la contribution est de 5.37%.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage)
dwnJ 0.1174 0.2772 0.3283 0.5347 0.0132 0.0489 0.2173 0.0813 0.2023
dwnsub 0.0228 0.0174 0.0044 -0.0138 0.0141 0.0210 0.0045 0.0216 0.0115
dwn 0.1402 0.2946 0.3327 0.5209 0.0273 0.0699 0.2218 0.1029 0.2138
Tab. 5.17 – Flux directs moyens sortants dans les 8 pixels et a` l’e´chelle du nuage “cascade
borne´e” – AMR de Haar.
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Fig. 5.47 – Flux collimate´s (directs) dans le nuage “cascade borne´e” – Θsol = 161
◦ – AMR
de Haar.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
e´chelle
du nuage
dwnsub 16.26 5.90 1.33 -2.66 51.75 30.07 2.02 20.93 5.37
Tab. 5.18 – Contribution en % des interactions sous-pixel au flux direct sortant – AMR de
Haar – Nuage “cascade borne´e”.
5.3. ANALYSE DES INTERACTIONS 159
5.3.2.2.2 Flux diffus sortants
Les figures 5.48 et 5.49 montrent les flux diffus descendants et montants dans le nuage. Pour
le flux diffus descendant, on voit que les sources additionnelles sous-pixel prennent des valeurs
comprises entre -0.15 et +0.1. Pour le flux montant, les valeurs vont de -0.1 a` +0.07.
Les flux diffus sortants sont de´taille´s dans le tableau 5.19. Contrairement au cas du nuage
sinuso¨ıdal e´tudie´ pre´ce´demment, les contributions sous-pixel ne sont pas plus importantes
pour les flux diffus descendants. On peut noter que dans tous les pixels excepte´s les pixels
4 et 7, les flux diffus dus aux interactions sous-pixel sont de signes ne´gatifs, aussi bien pour
les flux montants que descendants. Pour les pixels 4 et 7, les contributions sous-pixel sont
positives, aussi bien pour les flux montants et descendants. Ces deux pixels contiennent des
minima locaux d’e´paisseur optique. Cet effet est certainement conse´quence de la canalisation
du rayonnement dans ces pixels, canalisation qu’on constatera plus loin.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
moyenne
(e´chelle
du nuage)
dwnJ 0.3388 0.3136 0.3011 0.2332 0.2269 0.3158 0.3329 0.3375 0.30
dwnsub -0.0139 -0.0016 -0.0108 0.0271 -0.0007 -0.0052 0.0012 -0.0095 -0.0017
dwn 0.3249 0.3120 0.2903 0.2603 0.2262 0.3106 0.3341 0.3280 0.2983
upJ 0.5202 0.3919 0.3612 0.2535 0.6881 0.5978 0.4411 0.5711 0.4781
upsub -0.0171 -0.0021 -0.0065 0.0297 -0.0393 -0.0179 0.0060 -0.0201 -0.0084
up 0.5031 0.3898 0.3547 0.2832 0.6488 0.58 0.4471 0.5510 0.4697
Tab. 5.19 – Flux diffus moyens sortants, dans les 8 pixels et a` l’e´chelle du nuage “cascade
borne´e” – AMR de Haar.
A l’e´chelle du nuage, les contributions sous-pixel sont le´ge`rement ne´gatives pour les flux
montant et descendant : en pourcentage (tableau 5.20), les contributions repre´sentent -0.56 et
0.79% des flux respectivement descendant et montant. A l’e´chelle des pixels d’approximation,
les contributions ne´gatives atteignent en valeur absolue 6.05 % ; les contributions positives
atteignent 10.47 % dans le pixel 4.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
moyenne
(e´chelle
du nuage)
dwnsub -4.29 -0.53 -3.71 +10.40 -0.31 -1.65 +0.35 -2.88 -0.56
upsub -3.39 -0.52 -1.85 +10.47 -6.05 -3.08 +1.34 -3.65 -1.79
Tab. 5.20 – Contribution en % des interactions sous-pixel aux flux diffus sortants – AMR de
Haar – Nuage “cascade borne´e”.
Afin d’analyser plus finement ces re´sultats, on a observe´ l’e´volution des flux diffus moyens
sortants en fonction de l’ordre de diffusion, en particulier dans les pixels 4 et 7. Les e´volutions
des flux diffus cumule´s sortants sont donne´es dans les figures 5.50 et 5.51. Pour de nombreux
pixels, les contributions sous-pixel oscillent autour de ze´ro. La convergence des flux sortants
n’e´tant pas encore re´alise´e pour certains pixels (par exemple le pixel 5, surtout pour le flux
descendant), les signes des contributions sous-pixel dans les tableaux pre´ce´dents sont donc a`
prendre avec pre´caution (tout particulie`rement pour le pixel 5). On voit que pour le pixel 4, la
convergence de la contribution sous-pixel vers des valeurs positives s’obtient entre le cinquie`me
et le dixie`me ordre de diffusion. La figure 5.52 indique les contributions sous-pixel relatives
a` l’e´chelle du nuage. On constate a` nouveau ici que les contributions sous-pixel sont plus
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Fig. 5.48 – Flux diffus descendant dans le nuage “cascade borne´e” – AMR de Haar.
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Fig. 5.49 – Flux diffus montant dans le nuage “cascade borne´e” – AMR de Haar.
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Fig. 5.50 – Evolution des contributions cumule´es des interactions sous-pixel aux flux diffus
sortants descendants pour les huit pixels en fonction de l’ordre de diffusion – AMR de Haar
– Nuage “cascade borne´e”.
importantes pour le flux diffus montant (autour de -2 %) que pour le flux descendant (entre
-0.5 et -0.8 %). On voit que les valeurs absolues des contributions cumule´es des interactions
sous-pixel passent par un maximum avant de diminuer et de se stabiliser en oscillant autour
d’une valeur.
5.3.2.2.3 Flux total (direct + diffus) descendant sortant
Les flux totaux (direct+diffus) sortants du nuage par le bas sont donne´s dans le tableau 5.21
et les contributions en pourcentage des interactions sous-pixel au flux total sortant vers le bas
sont donne´es tableau 5.22.
En faisant la somme des flux diffus et des flux directs sortants, les contributions sous-pixel
sont positives dans 7 pixels sur 8, et e´galement a` l’e´chelle du nuage entier. Ce signe positif
est duˆ a` l’e´cart sur le flux direct entre le calcul a` l’e´chelle et le calcul vrai. Ainsi, a` l’e´chelle
du nuage et dans 7 pixels d’approximation, les he´te´roge´ne´ite´s aident au transport vertical de
l’e´nergie radiative. A l’e´chelle d’une pe´riode nuageuse, la contribution des interactions sous-
pixel au flux total (direct + diffus) descendant sortant vaut +1.92%. A l’e´chelle des pixels
d’approximation, elle atteint +5.70%.
Pour ce nuage tre`s fluctuant, nous pouvons constater qu’a` l’e´chelle du nuage, les fluc-
tuations sous-pixel sont relativement faibles : -2 % pour le flux re´fle´chi, 1.92 % pour le flux
total transmis. Cependant, a` l’e´chelle des pixels d’approximation, les contributions sont plus
importantes : jusqu’a` 10.47 % pour le flux re´fle´chi, +5.70 % pour le flux total transmis, et
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Fig. 5.51 – Evolution des contributions cumule´es des interactions sous-pixel aux flux diffus
sortants montants pour les huit pixels en fonction de l’ordre de diffusion – AMR de Haar –
Nuage “cascade borne´e”.
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Fig. 5.52 – Evolution des contributions cumule´es des interactions sous-pixel aux flux diffus
sortants a` l’e´chelle du nuage “cascade borne´e” en fonction de l’ordre de diffusion – AMR de
Haar.
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ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
moyenne
(e´chelle
du nuage)
total dwnJ 0.4562 0.5908 0.6294 0.7680 0.2401 0.3647 0.5502 0.4188 0.5017
total dwnsub 0.0089 0.0158 -0.0064 0.0131 0.0134 0.0158 0.0057 0.0121 0.0098
total dwn 0.4651 0.6066 0.6230 0.7811 0.2535 0.3805 0.5559 0.4309 0.5115
Tab. 5.21 – Flux moyens totaux (direct+diffus) descendants sortants, dans les 8 pixels et a`
l’e´chelle du nuage “cascade borne´e” – AMR de Haar.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
moyenne
(e´chelle
du nuage)
total dwnsub +1.89 +2.59 -1.01 +1.66 +5.70 +4.16 +0.99 +2.82 +1.92
Tab. 5.22 – Contribution en % des interactions sous-pixel au flux total (direct + diffus)
descendant sortant – AMR de Haar – Nuage “cascade borne´e”.
jusqu’a` 50 % pour le flux direct transmis.
5.3.2.2.4 Total des flux sortants du nuage
La tableau 5.23 donne le total des flux normalise´s sortants du nuage dans les huit pixels
d’approximation et a` l’e´chelle d’une pe´riode nuageuse. Le bilan donne 0.9818 : le bilan n’est
donc pas ferme´ ; il manque 1.82 % du rayonnement initial, ce pour des raisons physiques –
l’ordre de diffusion est limite´ et tous les photons ne sont pas encore sortis du nuage (surtout
dans le pixel 5 ; voir la figure 5.50), et nume´riques – la convergence vers la stricte unite´ n’est
pas assure´e.
ipos1 ipos2 ipos3 ipos4 ipos5 ipos6 ipos7 ipos8
moyenne
(e´chelle
du nuage)
totalJ 0.9764 0.9827 0.9906 1.0214 0.9282 0.9625 0.9914 0.9898 0.9804
totalsub -0.0082 0.0137 -0.0129 0.0429 -0.0259 -0.0021 0.0116 -0.0080 0.0014
total 0.9682 0.9964 0.9777 1.0643 0.9023 0.9604 1.0030 0.9818 0.9818
Tab. 5.23 – Somme des flux normalise´s sortant du nuage “cascade borne´e” – AMR de Haar.
Le tableau indique du “channelling” dans les pixels 4 et 7 : on y constate des valeurs
supe´rieurs a` l’unite´, respectivement 1.0643 et 1.0030. Mais rappelons que la convergence des
flux n’est pas re´alise´e partout, et qu’en l’e´tat, il ne faut pas se re´fe´rer a` l’unite´ mais a` 0.9818.
Toutefois, il serait incorrect d’extrapoler les re´sultats en divisant les flux totaux dus a` la
totalite´ des interactions par 0.9818, car il n’y a plus que dans le pixel 5 qu’il est a` pre´voir
un changement significatif des re´sultats avec l’augmentation de l’ordre de diffusion. Dans ces
deux pixels, l’effet de canalisation est pre´sent dans le calcul a` l’e´chelle. On peut remarquer la
co¨ıncidence entre la canalisation du rayonnement dans les pixels 4 et 7, et les contributions
sous-pixel aux flux diffus, positives uniquement dans ces pixels (cf. les tableaux 5.19 et 5.20).
Comme pour le cas du nuage sinuso¨ıdal avec l’AMR de Haar, ces pixels sont e´claire´s par
leurs voisins : le minimum local d’e´paisseur optique n’e´tant pas conside´re´ dans le calcul a`
l’e´chelle, celui-ci sous-estime la transmission de ces sources voisines ; les contributions sous-
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Fig. 5.53 – Effet de canalisation du rayonnement dans le nuage “cascade borne´e”.
pixel sont donc positives. Cette analyse sera confirme´e par l’e´tude des radiances sortantes. La
figure 5.53 montre les valeurs du flux total sortant en chaque point. L’effet de canalisation du
rayonnement intervient a` la verticale des minima locaux d’e´paisseur optique.
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5.3.2.3 Analyse des radiances sortantes
On montre ici les radiances sortantes a` l’e´chelle des huit pixels d’approximations. Pour
ce nuage “cascade borne´e”, les radiances analyse´es sont les radiances descendantes pour les
pixels 3 et 4, et les radiances montantes pour les pixels 7 et 8.
5.3.2.3.1 Radiances descendantes
Les figures 5.54 et 5.55 donnent les radiances descendantes sortantes, issues respectivement
des pixels 3 et 4. Les contributions sous-pixel pour les radiances issues du pixel 3 (fig. 5.54 a`
droite) sont presque partout ne´gatives, avec un maximum en valeur absolue pour les angles
ze´nithaux θ > 60◦, et pour les plans azimutaux 120◦ ≤ φ ≤ 240◦. Les valeurs positives des
contributions se trouvent dans la zone syme´trique avant. Ces valeurs sont dues aux faibles
valeurs des e´paisseurs optiques dans la partie droite du pixel 3 (fig. 5.45). Les contributions
n’exce`dent pas 7.10−3 en valeur absolue. Pour le pixel 4 (fig. 5.55 a` droite), les contributions
sous-pixel sont positives dans la majorite´ des directions. Les plus importantes sont pour le
plan arrie`re et des angles ze´nithaux θ > 60◦. Ces contributions sont certainement dues a`
l’e´clairage du pixel 4 par le pixel 5, et la transmission de ce rayonnement dans les zones de
tre`s faibles e´paisseurs optiques. Les valeurs positives dans le plan avant (autour de 10.10−3)
sont sans doute dues au rayonnement provenant du pixel 3.
On peut e´galement observer la contribution relative des interactions sous-pixel en visua-
lisant le rapport des coefficients d’e´chelle dus aux interactions sous-pixel sur les coefficients
d’e´chelle totaux. La figure 5.56 donne les contributions relatives pour les radiances montantes
et pour les pixels 3 (a` gauche) et 4 (a` droite).
Suite a` l’e´tude sur les flux diffus, on ve´rifie que les contributions sous-pixel relatives sont
plus importantes dans le pixel 4 : de -6 % a` pre`s de 19 %. Dans le pixel 3, les contributions
relatives vont de -7 % a` 1%.
5.3.2.3.2 Radiances montantes
Les figures 5.57 et 5.58 donnent les radiances montantes sortantes issues respectivement des
pixels 7 et 8. Pour le pixel 4 (fig. 5.57 a` droite), les contributions sous-pixel sont e´galement
positives dans la majorite´ des directions. Ce cas est similaire a` celui du pixel 4 : ces contribu-
tions sont certainement dues a` l’e´clairage du pixel 7 par le pixel 8. Pour le pixel 8 (fig. 5.58
a` droite), les contributions sont ne´gatives dans toutes les directions. La figure 5.59 donne les
contributions relatives pour les radiances montantes et pour les pixels 7 (a` gauche) et 8 (a`
droite). Les valeurs des contributions relatives vont de -1% a` +4% pour le pixel 7, et de -2%
a` -4.5% pour le pixel 8.
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Fig. 5.54 – Radiances sortantes descendante moyennes a` l’e´chelle du pixel 3 : radiances totales
(a` gauche), dues aux interactions a` l’e´chelle (au centre) et sous-pixel (a` droite)
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Fig. 5.55 – Radiances sortantes descendante moyennes a` l’e´chelle du pixel 4 : radiances totales
(a` gauche), dues aux interactions a` l’e´chelle (au centre) et sous-pixel (a` droite)
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Fig. 5.56 – Contributions relatives des interactions sous-pixel aux radiances descendantes
sortant des pixels 3 et 4
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Fig. 5.57 – Radiances sortantes montantes moyennes a` l’e´chelle du pixel 7 : radiances totales
(a` gauche), dues aux interactions a` l’e´chelle (au centre) et sous-pixel (a` droite)
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Fig. 5.58 – Radiances sortantes montantes moyennes a` l’e´chelle du pixel 8 : radiances totales
(a` gauche), dues aux interactions a` l’e´chelle (au centre) et sous-pixel (a` droite)
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Fig. 5.59 – Contributions relatives des interactions sous-pixel aux radiances montantes sortant
des pixels 7 et 8
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Chapitre 6
Conclusions et perspectives
La prise en compte des effets des he´te´roge´ne´ite´s nuageuses dans les calculs radiatifs et a`
diffe´rentes e´chelles spatiales, est un proble`me majeur aussi bien dans l’e´tude du climat qu’en
te´le´de´tection spatiale. L’hypothe`se du nuage plan-paralle`le –et de sa variante le mode`le IPA –
largement utilise´e en sciences de l’atmosphe`re, est insuffisante pour permettre d’estimer avec
suffisamment de pre´cision le roˆle radiatif re´el des nuages pour tous les cas de figure. Afin de
re´pondre aux besoins de la communaute´, qui sont une meilleure prise compte des nuages dans
les calculs radiatifs, ainsi qu’un couˆt acceptable de ces calculs, une formalisation du transfert
radiatif en milieu he´te´roge`ne est indispensable. Cette formalisation doit permettre de de´crire
les processus d’interaction entre e´chelles, en vue de parame´triser les effets des he´te´roge´ne´ite´s
sous-pixel, de re´soudre le proble`me de fermeture en transfert radiatif, de maˆıtriser les erreurs
dans les calculs radiatifs simplifie´s.
Afin de re´pondre a` cette proble´matique, et inspire´s par les travaux de [Stephens 1986]
et [Stephens 1988a], nous avons applique´ dans ce travail la me´thode de Galerkin-ondelette
a` l’Equation du Transfert Radiatif, en supposant que seul le coefficient d’extinction est
he´te´roge`ne (on mode´lise un nuage dont le contenu en eau liquide nuageuse varie, cause´ par
une variation du nombre de gouttes dont le rayon est constant), et pour une he´te´roge´ne´ite´
horizontale 1D. Nous avons ainsi obtenu (chapitre 3) une nouvelle formulation multire´solution
de l’e´quation :
µ
δ
δz
〈
N˜k,Ψ3
〉
(z, µ) = −
∑
Ψ1
∑
Ψ2
〈α,Ψ1〉 (z)
〈
N˜k,Ψ2
〉
(z, µ)TΨ1,Ψ2,Ψ3
− ηQ˜
∑
Ψ1
〈
N˜k,Ψ1
〉
〈δΨ1,Ψ3〉 (6.1)
+ (1− δk,1) ω˜o
4
∑
Ψ1
∑
Ψ2
〈α,Ψ1〉 (z)TΨ1,Ψ2,Ψ3
1∫
−1
P˜
(
µ, µ′
) 〈
N˜k−1,Ψ2
〉 (
z, µ′
)
dµ′
+ δk,1
ω˜o
4π
P˜ dir
∑
Ψ1
∑
Ψ2
〈α,Ψ1〉 (z) 〈Fs,Ψ2〉 (z)TΨ1,Ψ2,Ψ3 ,
ou` Ψi est soit une fonction d’e´chelle, soit une ondelette, le symbole
∑
Ψi
signifiant qu’on fait
la somme sur toutes les fonctions d’e´chelle et ondelettes. Cette formulation re´alise – par l’in-
terme´diaire de coefficients de connexion – le couplage entre les e´chelles des he´te´roge´ne´ite´s du
champ de radiances et du champ d’e´paisseur optique en interaction. Graˆce aux proprie´te´s de
l’analyse multire´solution de type ondelettes – la de´finition d’e´chelle et de “pixels” d’approxi-
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mation, la localisation spatiale des fonctions analysantes – ce couplage posse`de un caracte`re
local dans le domaine physique, et c’est l’un des inte´reˆts majeurs de cette approche. La pro-
jection de l’ETR dans un espace multire´solution divise l’interaction globale des deux champs
en interactions e´le´mentaires, qui sont les interactions entre les fluctuations e´le´mentaires des
deux champs (de´finies par l’AMR utilise´e). L’ensemble de ces interactions e´le´mentaires locales
est contenu dans un composant de connexion : le tenseur d’interaction{
TΨ1,Ψ2,Ψ3 , avec (Ψi)i=1,2,3 ∈
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)}
,
rassemblant tous les coefficients de connexion d’interaction. Cette formulation fait e´galement
apparaˆıtre un deuxie`me composant, la matrice des coefficients de connexion de´rive´e{
〈δΨ1,Ψ3〉, avec (Ψi)i=1,3 ∈
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)}
,
qui rend compte du transport horizontal de l’e´nergie radiative en rassemblant les interac-
tions entre fluctuations e´le´mentaires voisines du champ de radiances, voisines au sens des
localisations dans les domaines physique, et de Fourier pour l’AMR de Meyer. L’information
contenue dans ces composants de connexion a e´te´ e´tudie´e en de´tail dans le chapitre 3. Parmi
les interactions e´le´mentaires entre le champ de rayonnements et le milieu, on trouve celles
provoquant la re´plique des he´te´roge´ne´ite´s du milieu dans le champ de rayonnements, et celles
provoquant des interactions entre les e´chelles. Le tenseur d’interaction de´crit en particulier
le me´canisme responsable de la remonte´e d’e´nergie dans les e´chelles : l’interaction de deux
fluctuations e´le´mentaires jumelles des deux champs produit des fluctuations aux plus grandes
e´chelles. Nous avons introduit la notion d’efficacite´ d’interaction, qui n’est autre que la valeur
du coefficient de connexion associe´ a` cette interaction. Le grand inte´reˆt de notre approche est
de pouvoir se´parer les contributions locales de chacune des petites e´chelles des he´te´roge´ne´ite´s
du milieu a` une plus grande e´chelle, dite des “pixels” d’approximation. La se´paration de ces
contributions permet de de´finir les radiances moyennes a` l’e´chelle d’approximation, comme
la somme des radiances indice´es J dues aux interactions a` l’e´chelle d’approximation, et des
radiances indice´es sub, source additionnelle due aux interactions sous-pixel. Cette source ad-
ditionnelle correspond a` l’erreur que l’on commet quand on a une vision basse re´solution de la
variabilite´ nuageuse. Cette e´tude des coefficients de connexion permet d’analyser qualitative-
ment les erreurs des calculs de type plan-paralle`le, et l’importance, d’un point de vue radiatif,
d’hypothe`se de mode´lisation, comme par exemple l’homoge´ne´ite´ verticale des champs nuageux
simule´s. Ces premie`res analyses ont e´te´ confirme´es par l’analyse des re´sultats de simulation
du code de calcul WaveNum, de´veloppe´ pendant cette the`se et base´ sur l’application de la
me´thode de Galerkin-Ondelette a` l’ETR.
Le fait que l’ensemble des interactions e´le´mentaires soit regroupe´ dans deux composants
qui ne de´pendent que de l’AMR choisie est tre`s inte´ressant d’un point de vue formel car
l’e´quation 6.1 est tout a` fait ge´ne´rale ; les me´canismes des interactions ne de´pendent pas du
milieu. Les interactions effectives sont rassemble´es dans ce que nous avons appele´ l’ope´rateur
effectif d’interaction, de´fini par
T
αΨ2,Ψ3
=
∑
Ψ1
〈α,Ψ1〉 (z)TΨ1,Ψ2,Ψ3 .
Cet ope´rateur prend en compte a` la fois l’ensemble des interactions e´le´mentaires possibles
(TΨ1,Ψ2,Ψ3) et l’he´te´roge´ne´ite´ du milieu (〈α,Ψ1〉). Le calcul est ainsi naturellement adaptatif,
car cet ope´rateur ne contient que les interactions effectives : la` ou` les proprie´te´s optiques
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du milieu ne fluctuent pas, il n’y a pas calcul des interactions entre e´chelles. Enfin, cette
nouvelle formulation de l’ETR a permis dans la dernie`re section du chapitre 3 la formalisation
multire´solution du transfert radiatif en milieu he´te´roge`ne, qui s’apparente a` la de´composition
de Reynolds des e´quations. On e´crit le transfert radiatif a` l’e´chelle des pixels d’approximation
avec la pre´sence de sources additionnelles dues aux interactions entre e´chelles.
Les chapitres 4 et 5 ont de´taille´ la mise au point du code de transfert radiatif base´ sur la
de´composition multire´solution de l’ETR, et donne´ la comparaison des re´sultats de quelques
simulations avec ceux des codes de re´fe´rence Monte Carlo et SHDOM, afin de valider nos
calculs. Ce code est la traduction des e´quations multire´solutions. La se´paration des contri-
butions a` l’e´chelle et sous-pixel permet de quantifier pour le nuage entier les contributions
des interactions sous-pixel a` l’e´chelle des pixels d’approximation. Les difficulte´s nume´riques
rencontre´es dans ce genre d’approche – effet de Gibbs, e´valuation correcte du terme de de´rive´e
horizontale – ont pu ainsi eˆtre analyse´es et en partie re´solues. Cet outil de calcul supporte les
fortes fluctuations des champs nuageux.
Le choix de l’AMR est un point de´licat, aussi bien du point de vue nume´rique, que du
point de vue de l’interpre´tation physique des re´sultats, de la de´finition du terme “interac-
tion entre e´chelles”. Les AMR utilise´es ont e´te´ celles de Haar et de Meyer, choisies pour la
compacite´ des supports de leurs fonctions, respectivement dans les domaine physique et spec-
tral. Le calcul des radiances et flux est correct avec ces deux AMR. Cette e´tude a montre´ le
grand inte´reˆt de l’utilisation de l’AMR de Haar. La compacite´ “maximale” des supports des
fonctions de Haar fait que les coefficients de connexion d’interaction sont re´duits a` l’essentiel,
ce qui rend les composants de connexion de Haar tout a` fait creux. De plus, les proprie´te´
de la fonction d’e´chelle de Haar permet de lever bien des ambigu¨ıte´s dans l’interpre´tation
physique des re´sultats : l’appellation pixel d’approximation n’est rigoureusement valable que
dans le cas de l’AMR de Haar ; il est impossible que les coefficients d’e´chelle du champ de
rayonnements soient ne´gatifs avec cette AMR. L’utilisation de l’AMR de Meyer pose en re-
vanche des proble`mes nume´riques (effet de Gibbs, remplissage des composants de connexion)
et d’interpre´tation plus de´licats. En particulier, le paralle`le entre la de´composition de Rey-
nolds des e´quations et l’e´criture du transfert radiatif a` l’e´chelle des “pixels” d’approximation
de Meyer est moins direct ; et les coefficients d’e´chelle peuvent eˆtre ne´gatifs pour un signal
aux valeurs strictement positives. Le de´faut de l’AMR de Haar est son mauvais traitement
du terme de´rive´e. Une technique a e´te´ de´veloppe´e et conduit a` la de´finition d’une analyse
multire´solution hybride, note´e HM : le traitement du terme produit est re´alise´ avec l’AMR de
Haar, le terme de´rive´e est calcule´ a` l’aide d’une matrice de coefficients de connexion de´rive´e
hybride, base´e sur la de´rive´e au sens de l’AMR de Meyer. Cette AMR hybride HM permet une
interpre´tation physique aise´e des re´sultats (AMR de Haar) et des simulations nume´riquement
inte´ressantes. Les re´sultats obtenus avec cette AMR sont encourageants.
Les premie`res analyses des interactions contenues dans les re´sultats de simulation pour
deux types d’he´te´roge´ne´ite´, montrent les premie`res utilisations que l’on peut faire de ce nouvel
outil. Le code WaveNum est a` l’e´tat de prototype et ne´cessite des de´veloppements importants.
Ne´anmoins, les temps de calcul commencent a` eˆtre raisonnables et le code est exploitable en
l’e´tat pour nombre d’applications. Le fait d’obtenir directement, apre`s une simulation, le
champ des sources additionnelles dues aux interactions sous-pixel, et d’avoir l’e´volution en
fonction de l’ordre de diffusion de ces sources est original et inte´ressant. L’interpre´tation
est de´licate car elle de´pend de l’AMR utilise´e. Ne´ammoins, ces re´sultats montrent que la
contribution des interactions sous-pixel sur les flux peut eˆtre importante a` l’e´chelle des pixels
d’approximation meˆme si elle est plus faible a` l’e´chelle d’une pe´riode nuageuse, et que la
contribution sous-pixel sur les radiances a` l’e´chelle d’approximation peut eˆtre tre`s importante
dans certaines directions. L’utilisation de l’AMR de Meyer et du nuage sinuso¨ıdal a permis
d’e´valuer les erreurs commises en plan paralle`le pour les couvertures fractionnaires : a` l’e´chelle
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des pixels d’approximation, les erreurs sur les flux atteignent 30%, et jusqu’a` 50% pour les
radiances dans certaines directions. Pour l’AMR de Haar et le nuage “cascade borne´e”, les
contributions sous-pixel sur les flux atteignent 10.47% a` l’e´chelle des pixels d’approxima-
tion contre -1.79% a` l’e´chelle d’une pe´riode nuageuse. Pour les radiances montantes, elles
atteignent 4.5%, et pre`s de 19% pour les radiances descendantes. Les calculs nous indiquent
donc les directions dans lesquelles le contenu en information sur les he´te´roge´ne´ite´s sous-pixel
est important. Cette nouvelle approche a permis e´galement l’e´tude approfondie et originale de
processus radiatifs “3D”, tels que la canalisation du rayonnement, l’effet des he´te´roge´ne´ite´s
nuageuses sur le transport vertical de l’e´nergie radiative.
Les perspectives de ce travail sont nombreuses et varie´es.
Elles vont en premier lieu en direction du de´veloppement du code. En premier lieu ne veut
pas dire que cette direction est la plus urgente a` prendre. Les allers et retours dans le nuage
pour augmenter l’ordre de diffusion sont le facteur le plus handicapant pour les performances
du code, aussi bien en pre´cision (propagation de bruits) qu’en temps de calcul. L’utilisation de
techniques d’adding-doubling devrait permettre de re´pondre a` ce proble`me. De plus, la tra-
duction du code dans un langage autre que MATLAB est ne´cessaire si l’on recherche vraiment
la performance. Le code pourrait eˆtre beaucoup plus adaptatif si l’on exploite la vacuite´ des
composants d’interaction et si l’on a une e´criture plus ge´ne´ralement matricielle des e´quations.
Dans ce cadre, un travail important est a` mener pour de´terminer la sensibilite´ des re´ponses
radiatives au seuillage des coefficients de connexion, afin de de´finir des techniques perfor-
mantes de calculs approxime´s. L’utilisation d’autres sche´mas de quadrature -par exemple la
quadrature de Gauss-Lobatto- est envisage´e. A moyen terme, une de´composition dans les deux
dimensions horizontales est ne´cessaire. La solidite´ de la the´orie des ondelettes en deux dimen-
sions devraient le permettre. D’autres multire´solutions peuvent e´galement eˆtre envisage´es,
mais l’AMR de Haar paraˆıt bien re´pondre aux objectifs a` la fois nume´riques et de formali-
sation. A plus long terme, l’utilisation d’ondelettes sphe´riques [Schro¨der and Sweldens 1995]
pour repre´senter le champ de radiances est envisageable.
Ces ame´liorations du code de calcul vont permettre des simulations plus ambitieuses,
en particulier la de´finition de champ nuageux sur une plus large gamme d’e´chelles. L’aug-
mentation du nombre d’e´chelles devrait permettre d’e´tudier le changement du comportement
spectral des re´ponses radiatives ; l’e´chelle en dessous de laquelle se manifeste le lissage radiatif.
Le fait de de´tailler l’origine des contributions dans les sources diffusives a` chaque ordre de
diffusion devrait aider a` ces recherches. Plus ge´ne´ralement, un grand nombre d’e´tudes peuvent
et doivent eˆtre mene´es afin de revisiter a` l’aide de ce nouvel outil les proble`mes radiatifs “3D”.
Le de´veloppement d’une formalisation multire´solution du transfert radiatif en milieu
he´te´roge`ne est l’objectif de cette approche, en vue de la parame´trisation des he´te´roge´ne´ite´s
nuageuses. Cela passe entre autres, par une (re´-)e´criture matricielle des e´quations. Des efforts
importants sont encore a` porter dans cette direction.
Un des enjeux du transfert radiatif en milieu nuageux he´te´roge`ne est certainement de
pouvoir mesurer les he´te´roge´ne´ite´s a` diffe´rentes e´chelles, et de savoir comment prendre en
compte leurs effets dans les diffe´rents mode`les dans lesquels interviennent des calculs radiatifs.
La poursuite de ce travail et de cette approche peut certainement aider a` cette taˆche.
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Annexe A
Incertitude d’Heisenberg
Une proble´matique importante du traitement du signal re´side dans la question de la double
localisation de l’e´nergie des fonctions dans les domaines physique et de Fourier. Par exemple,
la fonction Dirac 1 δ(t − u) a un support physique restreint a` t = u, et sa transforme´e de
Fourier a une e´nergie uniforme´ment re´partie sur toutes les fre´quences.
Plus ge´ne´ralement, si f a un support physique compact, f̂ a un support fre´quentiel infini.
La fonction
∣∣∣f̂(ω)∣∣∣ de´croˆıt en fait rapidement a` haute fre´quence si f varie de fac¸on re´gulie`re
en temps (ou espace). Pour re´duire le support physique de f , on peut comprimer la fonction
par un facteur s > 1 tout en maintenant constante l’e´nergie du signal :
fs(t) =
√
sf(st) et ‖fs‖2 = ‖f‖2 (A.1)
La transforme´e de Fourier f̂s(ω) =
√
sf̂(ωs ) est dilate´ d’un facteur s, donc on perd en lo-
calisation fre´quentielle ce qu’on a gagne´ en localisation temporelle (spatiale). Ainsi, il est
impossible de bien localiser l’e´nergie d’une fonction a` la fois dans l’espace des fre´quences et
dans l’espace physique. En fait, la localisation de l’e´nergie des fonctions est limite´e par le
principe d’incertitude d’Heisenberg. En re´fe´rence a` la me´canique quantique, conside´rons une
fonction d’onde f ∈ L2(IR). La densite´ de probabilite´ qu’une particule soit localise´e en t est
1
‖f‖2 |f(t)|
2. La densite´ de probabilite´ que son moment soit e´gal a` ω est 1
2π‖f‖2
∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2. La
position moyenne de la particule est
u =
1
‖f‖2
∫ +∞
−∞
t |f(t)|2 dt, (A.2)
et son moment moyen est
ξ =
1
2π ‖f‖2
∫ +∞
−∞
ω
∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω. (A.3)
Les variances autour de ces positions moyennes sont respectivement
σ2t =
1
‖f‖2
∫ +∞
−∞
(t− u)2 |f(t)|2 dt, (A.4)
et
σ2ω =
1
2π ‖f‖2
∫ +∞
−∞
(ω − ξ)2
∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω. (A.5)
1Des comple´ments mathe´matiques concernant les espaces des fonctions, la de´finition de la
fonction Dirac, peuvent eˆtre trouve´s dans [Mallat 1998].
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La localisation temps-fre´quence de la fonction f est repre´sente´e dans le plan temps-
fre´quence (t, ω) par une boˆıte dˆıte d’Heisenberg, centre´e en (u, ξ), de dimension σt par σω. La
boˆıte d’Heisenberg associe´e a` la fonction fs est de dimension σt/s par s ∗ σω. L’aire de cette
boˆıte d’Heisenberg est inde´pendante de s. Plus σt (resp. σω) est grand, plus l’incertitude sur
la position (resp. le moment) de la particule est grande.
Le principe d’incertitude d’Heisenberg stipule que
σ2t σ
2
ω ≥
1
4
(A.6)
Cette ine´galite´ devient une e´galite´ si et seulement si f est un chirp de Gabor ; ie une
gaussiennee module´e.
La question de la double localisation de l’e´nergie se pose en particulier pour les onde-
lettes. La mise a` l’e´chelle des ondelettes a` partir d’une ondelette-me`re suit pre´cise´ment le
proce´de´ de l’e´quation A.1. La projection d’une fonction f sur une base d’ondelettes ψj,k
avec j, k ∈ ZZ, permet ainsi de localiser l’e´nergie du signal a` l’aide d’un pavage du plan
temps-fre´quence (t, ω) ; les pave´s sont d’aire σtσω constante, et les re´solutions en temps et
en fre´quence de´pendent de s. Une repre´sentation de ce pavage est donne´e figure 2.1. Ici, le
pavage correspond a` une ondelette analytique (i.e. dont la transforme´e de Fourier est nulle
pour les fre´quences ne´gatives) ; par conse´quent les inte´grales dans les e´quations A.3 et A.5
sont de´finies comme
∫ +∞
0 (voir [Mallat 1998] page 84).
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Annexe B
Proprie´te´s des coefficients de connexion
B.1 Proprie´te´s des coefficients de connexion du terme produit
Les coefficients de connexion pour le produit de deux fonctions sont re´unis dans le tenseur
d’interaction note´ T j1,j2,j3k1,k2,k3 :
T j1,j2,j3k1,k2,k3 = 〈γj1,k1γj2,k2 , γj3,k3〉 =
+∞∫
−∞
γj1,k1(x)γj2,k2 (x) γj3,k3(x)dx avec γji,ki ∈
( −→ϕJ−−−→
ΨL−1
)
(B.1)
γj3,k3 est le conjugue´ de γj3,k3 . La fonction d’e´chelle et les ondelettes e´tant des fonctions
re´elles, le tenseur d’interaction est invariant en permutant les trois indices 1, 2 et 3. On en
de´duit :
〈γj1,k1γj2,k2 , γj3,k3〉 = T j1,j2,j3k1,k2,k3 = T
j2,j1,j3
k2,k1,k3
= T j3,j2,j1k3,k2,k1 = T
j1,j3,j2
k1,k3,k2
= T j2,j3,j1k2,k3,k1 = T
j3,j1,j2
k3,k1,k2
(B.2)
De plus, par un changement d’inconnues dans l’e´quation B.1, on obtient :
T j1,j2,j3k1,k2,k3 = T
j1
0
j2
k2−2j2−j1
j3
k3−2j3−j1k1 = 2
j1/2T 0k1
j2−j1
k2
j3−j1
k3
= 2j1/2T 00
j2−j1
k2−2j2−j1
j3−j1
k3−2j3−j1k1
avec j1 = min(j1, j2, j3).
Ainsi, seul un noyau minimal de coefficients de connexion est a` calculer, les autres e´tant
de´duits par des manipulations sur les indices.
Par l’interme´diaire de l’e´quation d’e´chelle (e´quation 2.22), on peut aussi exprimer chaque
coefficient de connexion comme une combinaison line´aire de coefficients de connexion aux plus
basses e´chelles, et se ramener finalement au seul calcul de 〈ϕ0,k1ϕ0,k2 , ϕ0,0〉 pour k1 et k2 ∈ ZZ
[PerrierandWickerhauser 1999]. Cette dernie`re technique est utilise´e quand on manipule les
filtres en quadrature des analyses multire´solutions. Dans ce travail, ou` l’on a utilise´ les AMR
de Haar et de Meyer, ce n’est pas le cas. Pour l’AMR de Meyer, le calcul est fait a` partir de
la de´finition analytique des transforme´es de Fourier des fonctions de Meyer (voir annexe C).
Pour l’AMR de Haar, le calcul des coefficients de connexion est trivial et on peut se passer
de ces relations [PerrierandWickerhauser 1999]. Un programme MATLAB simple, donne´
ci-dessous, permet d’obtenir les coefficients d’interaction pour l’AMR de Haar (de´finis a` la
section 3.6.1.1) :
%%%%% Calcul des coefficients de connexion de Haar %%%%
L=7 ; % L est l’e´chelle de re´solution ; on compte donc 2L = 27 = 128 points
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J=3 ; % J est l’e´chelle d’approximation ; on compte donc 2J = 23 = 8 pixels d’ap-
proximation
npos=2ˆJ ;
s=zeros(npos,npos,npos) ;
%% calcul de 〈ϕ,ϕ,ϕ〉
for ipos=1 :npos
s(ipos,ipos,ipos)=2ˆ(J/2) ;
end
% calcul du type 〈ψ,ψ,ϕ〉
for iscale=J :(L-1)
s=zeros(2ˆiscale,2ˆiscale,npos) ;
Npaq=2ˆ(iscale-J)
for iphi=1 :npos
limin=Npaq*(iphi-1)+1 ;
limax=limin+Npaq-1 ;
connect=zeros(2ˆiscale,2ˆiscale) ;
for ipos=limin :limax
connect(ipos,ipos)=2ˆ(J/2) ;
end
s( :, :,iphi)=connect ;
end
end
% calcul du type
〈
ψj , ψj , ψj′
〉
avec j′ < j
for ipsi1=(J+1) :(L-1)
for ipsi2=(ipsi1-1) :(-1) :J
s=zeros(2ˆipsi1,2ˆipsi1,2ˆipsi2) ;
Npaq=2ˆ(ipsi1-ipsi2) ;
for iphi=1 :2ˆipsi2
limin=Npaq*(iphi-1)+1 ;
limax=limin+Npaq-1 ;
liminter=limin+(limax-limin+1)/2 ;
connect=zeros(2ˆipsi1,2ˆipsi1) ;
for ipos=limin :limax
connect(ipos,ipos)=2ˆ(ipsi2/2)*(ipos<liminter)-2ˆ(ipsi2/2)*(ipos>=liminter) ;
end
s( :, :,iphi)=connect ;
end
end
end
B.2 Proprie´te´s des coefficients de connexion du terme de´rive´e
Les coefficients de connexion du terme de´rive´e posse`dent e´galement des proprie´te´s d’inva-
riance. Suivant [Resnikoff and Wells. 1998], nous adoptons ici les notations suivantes :
Γlk =
∫
ϕ′k (x)ϕl (x) dx, Γ
i,l
k =
∫
ϕ′k (x)ψi,l (x) dx,
Γlj,k =
∫
ψ′j,k (x)ϕl (x) dx, Γ
i,l
j,k =
∫
ψ′j,k (x)ψi,l (x) dx.
(B.3)
Les proprie´te´s d’invariance des coeffficients de connexion du terme de´rive´e sont les sui-
vantes :
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– Γml = −Γlm,Γj,k0,l = −Γ0,lj,k,Γj,ki,l = −Γi,lj,k (obtenus par inte´gration par parties)
– invariance par translation d’indice :
Γk0,l = Γ
k−l
0,0 , (B.4)
Γ
jϕ,l
jϕ,k
= 2jϕΓk−l0,0 , (B.5)
Γj,k0,l = −Γ0,lj,k = Γj,k−2
j l
0,0 , (B.6)
Γj,ki,l = −Γi,lj,k = 2
j
Γj−i,l−2
j−ik
0,0 . (B.7)
De meˆme que pour les coefficients de connexion du terme produit et comme il a de´ja` e´te´
dit a` la section 3.6.2.2, l’utilisation de l’e´quation d’e´chelle (e´quation 2.22) permet de de´duire
la valeur de tous coefficients de connexion du terme de´rive´e de celle de
∫
Dx
ϕ′(x)ϕ(x− l)dx,
note´ rl [Beylkin 1992] ou ici, et comme dans [Resnikoff and Wells. 1998], Γ
l
0. Cette dernie`re
proprie´te´ est indispensable pour le calcul classique de coefficients de connexion pour les AMR
de Daubechies, et en particulier celle de Haar. Des codes de calcul Fortran sont disponibles
pour le calcul des ces coefficients de connexion, a` partir de site internet (par exemple celui de
Juan M. Restrepo : http ://www.math.arizona.edu/˜restrepo).
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Annexe C
Calcul des coefficients de connexion de
Meyer
C.1 De´finition des supports des fonctions et des pas de discre´tisation
Le calcul des coefficients de connexion de Meyer se base sur la de´finition analytique des
ondelettes de Meyer dans l’espace des fre´quences, et il est re´alise´ a` partir de cet espace :
ϕˆ (ω) =

1 si |ω| ≤ 2π/3
cos
(
π
2β(
3|ω|
2π − 1
)
si 2π/3 ≤ |ω| ≤ 4π/3
0 ailleurs
(C.1)
ψ̂ (ω) =

0 si |ω| /∈ [2π/3, 8π/3]
e−iω/2 sin
(
π
2β(
3|ω|
2π − 1
)
si 2π/3 ≤ |ω| ≤ 4π/3
e−iω/2 cos
(
π
2β(
3|ω|
2π − 1
)
si 4π/3 ≤ |ω| ≤ 8π/3
(C.2)
avec ω la pulsation. Ainsi, les supports fre´quentiels (ou impulsionnels) de ϕˆJ,k et ψ̂j,k sont
respectivement
[
−4π
3
2J ;
4π
3
2J
]
et
[
−8π
3
2j ;
8π
3
2j
]
. Le domaine de fre´quence [−P2spj ;P2spj ]
(avec P2spj = 2
j , P2spj=0) sur lequel sont de´finis les transforme´es de Fourier des fonctions
de Meyer est a` de´finir. Il doit eˆtre au minimum
[
−8π
3
2j ;
8π
3
2j
]
.
Des pre´cautions doivent eˆtre prises si l’on veut travailler convenablement dans les deux
espaces physiques et fre´quentiels.
Tout d’abord, suivant les conse´quences du the´ore`me de Shannon-Whittaker [Mallat 1998],
la largeur du domaine de fre´quence que l’on retient pour le calcul doit eˆtre cohe´rente avec
l’e´chantillonnage dans le domaine physique : l’e´chantillonnage de largeur δTj dans l’espace
physique rend les transforme´es de Fourier des fonctions
2π
δTj
pe´riodiques. La discre´tisation des
fonctions dans le domaine physique est re´alise´e par le produit des fonctions continues par une
fonction peigne de Dirac (sha). En notant γj une fonction a` l’e´chelle j et sa transforme´e de
Fourier γ̂j , et γj,d la fonction discre´te associe´e et sa transforme´e de Fourier γ̂j,d , on a :
γj,d(x) = γj(x)
+∞∑
n=−∞
δj(x− nδTj) =
+∞∑
n=−∞
γj(x)δj(x− nδTj) (C.3)
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et
γ̂j,d(ω) =
1
δTj
+∞∑
k=−∞
γ̂j(ω − k 2π
δTj
) (C.4)
Les domaines fre´quentiels [−P2spj ;P2spj ] sur lequel sont de´finis les fonctions{
ϕ̂J,k(ω), k ∈
[
0; 2J − 1]} et {ψ̂j,k(ω), j ≥ J, k ∈ [0; 2j − 1]}, doivent donc eˆtre compris dans
le domaine
[
− π
δTj
;
π
δTj
]
afin d’e´viter la modification de la de´finition des transforme´es de
Fourier par leur pe´riodisation (repliement du spectre conduisant au phe´nome`ne d’aliasing).
Le phe´nome`ne d’aliasing est e´limine´ si
P2spj ≤ π
δTj
ou δTj ≤ 2−j π
P2spj=0
. (C.5)
De plus, il s’agit de pe´riodiser les fonctions d’e´chelle et les ondelettes dans le domaine
physique afin de traiter un proble`me pe´riodique horizontalement. Si la pe´riode a` l’e´chelle j = 0
est note´e P , la pe´riode des fonctions de la base multire´solution a` l’e´chelle j est Pj = 2
jP .
C’est e´galement la pe´riode des coefficients d’e´chelle et d’ondelette. Le fait de discre´tiser la
transforme´e de Fourier – i.e. de discre´tiser
+∞∫
−∞
f(x)e−iωxdx sous la forme d’une se´rie – provoque
la pe´riodicite´ du signal f dans le domaine des x par transforme´e de Fourier inverse [Stephens
1986]. Dans notre e´tude, cela implique donc la pe´riodicite´ des champs nuageux, tout comme
celle du champ de radiances. Cette pe´riodisation de pe´riode Pj est concre`tement re´alise´e
par un e´chantillonnage dans l’espace des fre´quences de pas δωj =
2π
Pj
: il faut donc choisir
une discre´tisation fre´quentielle compatible avec la pe´riodisation souhaite´e dans le domaine
physique.
On peut conside´rer la fonction pe´riodise´e γ˜j,d comme la convolution de γj,d par une fonction
peigne de Dirac Sj(x) =
+∞∑
n=−∞
δ(x− nPj) :
γ˜j,d(x) =
+∞∫
−∞
γj,d(x
′)Sj(x−x′)dx′ =
+∞∫
−∞
+∞∑
n=−∞
γj,d(x
′)δ(x−nPj −x′)dx′ =
+∞∑
n=−∞
γj,d(x−nPj)
(C.6)
Puisque γj,d(x) =
+∞∑
n′=−∞
γj(x)δj(x− nδTj) (e´quation C.3), l’e´quation peut eˆtre re´e´crite :
γ˜j,d(x) =
+∞∑
n=−∞
+∞∑
n′=−∞
γj(x− nPj)δj(x− nPj − n′δTj) (C.7)
La transforme´e de Fourier ̂˜γj,d est :
̂˜γj,d(ω) = 2πPj
+∞∑
n′=−∞
γ̂j,d(ω)δj(ω − n′ 2π
Pj
) (C.8)
=
2π
Pj
1
δTj
+∞∑
n′=−∞
+∞∑
k=−∞
γ̂j(ω − k 2π
δTj
)δj(ω − n′ 2π
Pj
) (C.9)
γ̂j(ω−k 2πδTj ) indique la pe´riodisation de la transforme´e de Fourier de γ̂j due a` l’e´chantillonnage
de γj dans le domaine physique.
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δj(ω − n′ 2πPj ) indique la discre´tisation de γ̂j due a` la pe´riodisation de γj dans le domaine
physique.
Le pas fre´quentiel δωj =
2π
Pj
doit correspondre au de´coupage du domaine fre´quentiel de
largeur 2 ∗ P2spj par N point :
δωj =
2π
Pj
=
2 ∗ P2spj
N
(C.10)
d’ou`
N =
Pj ∗ P2spj
π
(C.11)
Cette expression ve´rifie la condition de Whittacker-Shannon, car cette dernie`re impose
N ≥ Pj ∗ P2spj
π
(C.12)
L’e´quation C.12 indique que, pour une valeur de Pj fixe´, l’augmentation de la re´solution
dans le domaine physique doit eˆtre accompagne´e de l’augmentation de P2spj : le domaine
fre´quentiel [−P2spj ;P2spj ] sur lequel sont de´finies les fonctions de Meyer est bien plus large
que le support de ces fonctions.
Concre`tement, les deux conditions (e´quations C.5 et C.10) sont ve´rifie´es en utilisant les
routines nstdfft et instdfft propose´es par MATLAB : ce sont des transforme´es de Fourier directe
et inverse dˆıtes non-standard ; elles peuvent traiter des fonctions de´finies pour des fre´quences
ne´gatives. Ces fonctions sont utilise´es par la routine meyer.m qui de´finit les fonctions de
Meyer dans le domaine physique a` partir de leur de´finition analytique dans le domaine de
Fourier. Les fonctions sont de´finies dans le domaine physique sur [lowb;uppb] a` partir de n
e´chantillons positionne´s en t = lowb+ [0 : (n− 1)] ∗ (uppb− lowb)/n. L’e´chantillonnage dans
le domaine de Fourier suit ω = [−n : 2 : n− 2] /(2 ∗ lint) avec lint = (uppb− lowb)/(2π). ω est
la pulsation (ω = 2π ∗ f). La correspondance avec les notations ci-dessus donnent lowb = 0,
uppb = Pj = 2
jP et n = N . On peut ve´rifier que l’e´chantillonnage fre´quentiel ainsi de´fini
correspond a` l’e´quation C.10, et que le support fre´quentiel ve´rifie l’e´quation C.11. En pratique,
on a utilise´ n = 214 points.
C.2 Calcul de T j1,j2,j3k1,k2,k3 = 〈γj1,k1γj2,k2, γj3,k3〉 pour l’AMR de Meyer
L’e´quation 3.64 donne l’expression dans le domaine fre´quentiel du tenseur d’interaction :
TΨ1,Ψ2,Ψ3 =
1
2π
+∞∫
−∞
(
Ψ̂1Ψ2
)
(ω) .Ψ̂3 (ω) dω (C.13)
=
1
2π
+∞∫
−∞
(
Ψ̂1 ∗Ψ̂2
)
(ω) .Ψ̂3 (ω) dω (C.14)
avec Ψ̂i(ω) = Ψ̂ji,ki(ω) =2
− ji
2 e−i
ki
2ji
ωΨ̂
(
ω
2ji
)
= 2−
ji
2 e−ixiωMΨ( ω2ji ).
MΨ est le module de Ψ̂, qui peut eˆtre soit Mϕ soit Mψ.
xi est le centre de syme´trie de la fonction Ψ : xi = (ki + 1/2)2
−ji si Ψ = ψ, xi = ki2−ji
si Ψ = ϕ.
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On peut e´crire :
TΨ1,Ψ2,Ψ3 =
1
2π
+∞∫
−∞
(
Ψ̂1 ∗Ψ̂2
)
(ω) 2−
j3
2 e+ix3ωMΨ(
ω
2j3
).dω (C.15)
=
1
2π
+∞∫
−∞
[(
Ψ̂1 ∗Ψ̂2
)
(ω) 2−
j3
2 MΨ(
ω
2j3
)
]
e+ix3ωdω (C.16)
= ̥(x3) avec ̥(x) =
1
2π
+∞∫
−∞
[(
Ψ̂1 ∗Ψ̂2
)
(ω) 2−
j3
2 MΨ(
ω
2j3
)
]
e+ixωdω (C.17)
TΨ1,Ψ2,Ψ3 est donc e´gal a` la valeur de la fonction ̥, qui est la transforme´e de Fourier
inverse de la fonction
(
Ψ̂1 ∗Ψ̂2
)
(ω) 2−
j3
2 MΨ(
ω
2j3 ), au point x = x3.
En pratique, le terme
(
Ψ̂1 ∗Ψ̂2
)
(ω) =
(
Ψ̂1Ψ2
)
(ω) n’est pas calcule´ comme un produit de
convolution dans le domaine de Fourier : le produit Ψ1Ψ2 est fait dans le domaine physique,
puis sa transforme´e de Fourier
(
Ψ̂1Ψ2
)
(ω) est calcule´e. Ensuite,
(
Ψ̂1Ψ2
)
(ω) est multiplie´e
par 2−
j3
2 MΨ(
ω
2j3 ), et on effectue la transforme´e de Fourier inverse de ce produit. TΨ1,Ψ2,Ψ3 est
finalement e´gal a` la valeur de ̥ au point x3.
Les supports fre´quentiels des fonctions de Meyer e´tant compacts, le nombre de cas pour
lesquels TΨ1,Ψ2,Ψ3 6= 0 est limite´. Les seuls cas a` conside´rer sont les suivants :
– 〈ϕ,ϕ, ϕ〉
–
〈
ϕ,ϕ, ψj
〉
avec j ∈ {J ;J + 1}
–
〈
ϕ,ψj2 , ψj3
〉
avec |j2 − j3| ≤ 2
– 〈ψj1 , ψj2 , ψj3〉 avec j1 ≤ j2 et |j2 − j3| ≤ 2, ou j2 ≤ j1 et |j1 − j3| ≤ 2
La routine MATLAB ci-dessous permet par exemple de calculer les coefficients
〈
ϕ,ψj2 , ψj3
〉
:
%%%%% Calcul des coefficients de connexion de Meyer %%%%
%% calcul de
〈
ϕ,ψj2 , ψj3
〉
%%
%
function [sol,res,t,x]=fi2psi(j2,j3,J,k1,k2,k3) ;
n=2ˆ14 ;
lowb=0 ;
uppb=2ˆJ ;
lint = (uppb-lowb)/2/pi ;
x = [-n :2 :n-2]/(2*lint) ;
mi=min(x) ;
ma=max(x) ;
xa = abs(x) ;
% Compute support of Fourier transform of phihat.
int1 = find(xa <2*pi/3) ;
int2 = find((xa >= 2*pi/3) & (xa <4*pi/3)) ;
% Compute Fourier transform of phi.
phihat1 = zeros(1,n) ;
phihat1(int1) = exp(-i*k1*x(int1)).*ones(size(int1)) ;
phihat1(int2) = exp(-i*k1*x(int2)).*cos(pi/2*meyeraux(3/2/pi*xa(int2)-1)) ;
%
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[my1,t] = instdfft(phihat1,lowb,uppb) ;
%
% Compute support of Fourier transform of psidilat1
int3 = find((xa >= 2*2ˆ(j2-J)*pi/3) & (xa <4*2ˆ(j2-J)*pi/3)) ;
int4 = find((xa >= 4*2ˆ(j2-J)*pi/3) & (xa <8*2ˆ(j2-J)*pi/3)) ;
psihatdilat2 = zeros(1,n) ;
psihatdilat2(int3) = exp(-i*x(int3)/2ˆ(j2-J)*(k2+1/2)).*sin(pi/2*meyeraux(3/2/2ˆ(j2-J)/pi*xa(int3)-
1)) ;
psihatdilat2(int4) = exp(-i*x(int4)/2ˆ(j2-J)*(k2+1/2)).*cos(pi/2*meyeraux(3/4/2ˆ(j2-J)/pi*xa(int4)-
1)) ;
%
[my2,t] = instdfft(psihatdilat2,lowb,uppb) ;
%
my12=my1.*my2 ;
[G,omega]=nstdfft(my12,lowb,uppb) ;
%
% Compute support of Fourier transform of psidilat2
int5 = find((xa >= 2*2ˆ(j3-J)*pi/3) & (xa <4*2ˆ(j3-J)*pi/3)) ;
int6 = find((xa >= 4*2ˆ(j3-J)*pi/3) & (xa <8*2ˆ(j3-J)*pi/3)) ;
psihatdilat3 = zeros(1,n) ;
psihatdilat3(int5) = sin(pi/2*meyeraux(3/2/2ˆ(j3-J)/pi*xa(int5)-1)) ;
psihatdilat3(int6) = cos(pi/2*meyeraux(3/4/2ˆ(j3-J)/pi*xa(int6)-1)) ;
%
prod=G.*psihatdilat3 ;
%
[res,t] = instdfft(prod,lowb,uppb) ;
res=res*2ˆ((3*J-(j2+j3))/2) ;
int=find(t==((k3+1/2)/2ˆ(j3-J))) ;
sol=real(res(int))
%
C.3 Calcul de 〈δγj1,k1,γj3,k3〉 pour l’AMR de Meyer
Le calcul de 〈δγj1,k1 ,γj3,k3〉 pour l’AMR de Meyer est base´ sur les expressions analytiques
obtenues au paragraphe 3.6.2.1 : les coefficients de connnection de diffe´rentiation au premier
ordre sont obtenus a` partir de transforme´es de Fourier inverse de fonctions de´finies analytique-
ment dans le domaine de Fourier. On donne ci-dessous le programme MATLAB permettant
de calculer les coefficients de connexion 〈δψj,k1 ,ψj,k3〉 et le filtre ̥ψ,ψ.
%%%%% Calcul des coefficients de connexion de Meyer %%%%
%% calcul de 〈δψj,k1 ,ψj,k3〉 %%
%
function [res,over,t]=pscalpsi(j,k1) ;
%
n=2ˆ14 ;
uppb=2ˆj ;lowb=0 ;
lint = (uppb-lowb)/2/pi ;
x = [-n :2 :n-2]/(2*lint) ;
xa = abs(x) ;
%
% Compute support of Fourier transform of psicomp.
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int3 = find((xa >= 2*pi/3) & (xa <4*pi/3)) ;
int4 = find((xa >= 4*pi/3) & (xa <8*pi/3)) ;
psihat1 = zeros(1,n) ;
psihat1(int3) = exp(-i*(k1+0.5)*x(int3)).*sin(pi/2*meyeraux(3/2/pi*xa(int3)-1)) ;
psihat1(int4) = exp(-i*(k1+0.5)*x(int4)).*cos(pi/2*meyeraux(3/4/pi*xa(int4)-1)) ;
%
psihat3 = zeros(1,n) ;
psihat3(int3) = sin(pi/2*meyeraux(3/2/pi*xa(int3)-1)) ;
psihat3(int4) = cos(pi/2*meyeraux(3/4/pi*xa(int4)-1)) ;
%
prod=i*x.*psihat1.*psihat3 ;
%
% Compute over using non standard inverse FFT.
[over,t] = instdfft(prod,lowb,uppb) ;
over=2ˆj*over ;
K3=2ˆj-1 ;
res=[] ;
for k3=0 :K3
int=find(t==(k3+0.5)) ;
[res]=[res over(int)] ; % res fournit le filtre ̥ψ,ψ.
end
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Annexe D
Caracte´ristiques spectrales de la
diffe´rentiation par ondelettes de Haar
Nous e´tudions ici le filtrage sur la fonction de´rive´e provoque´ par la diffe´rentiation par
ondelettes de Haar.
Le calcul de l’ope´rateur de diffe´rentiation du premier ordre au moyen de l’AMR de Haar
est e´quivalente au sche´ma centre´ classique de diffe´rences finies [Beylkin 1992] :
df(x)
dx
≃ δ(f)(x) = 1
2∆x
[f(x+ ∆x)−f(x−∆x)] , (D.1)
avec ∆x = D2−L avec D la largeur du domaine. La transforme´e de Fourier de cette diffe´rence
finie est :
δ̂(f)(ω) =
1
2∆x
[∫
e−iωxf(x+ ∆x) dx−
∫
e−iωxf(x−∆x) dx
]
=
1
2∆x
(
eiω∆x − e−iω∆x) f̂(ω) (D.2)
= i
sin(ω∆x)
∆x
f̂(ω)
Le spectre de puissance de la fonction f , note´ Sf , vaut Sf =
∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2.
Suivant l’e´quation D.2, on de´duit que spectre de la fonction diffe´rence finie est
Sδ(f) =
sin2(ω∆x)
∆x2
Sf , (D.3)
tandis que le spectre de la de´rive´e de f est
Sf ′ = ω
2Sf . (D.4)
Ainsi, l’utilisation de l’AMR de Haar induit un filtrage des fonctions de´rive´es, en particulier
a` petites e´chelles (ou grand nombre d’onde). Ce proble`me doit e´galement eˆtre e´tudie´ pour
l’AMR de Meyer, mais en principe, vu l’infinie de´rivabilite´ the´orique des fonctions de Meyer,
aucun filtrage ne devrait exister, excepte´ celui du a` la troncation finie du de´veloppement en
ondelette de Meyer.
La figure D.1 repre´sente le rapport
sin2(ω∆x)
ω2∆x2
soit
Sδ(f)
Sf ′
. L’e´chantillonnage valant ∆x = D2−L,
le nombre d’onde maximal pour le domaine nuageux est
ωNyquist
2π
=
1
2∆x
.
Sδ(f)
Sf ′
est e´chantillonne´
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Fig. D.1 – Rapport des spectres des fonctions δ(f) et f ′.
aux points ωi =
i
2πD
pour i = 0, 1, .., 2L−1 − 1, et L = 7. En abscisse, ω est normalise´e par
ωmax. La figure indique que l’effet du filtrage est assez se´ve`re. L’effet de ce filtrage sur le
transport horizontal des photons doit eˆtre estime´ si l’on utilise la diffe´rentiation au sens de
Haar.
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Annexe E
Calcul simple illustrant le signe
syste´matique de l’absorption nuageuse duˆ
aux interactions sous-pixel, dans un cas de
corre´lation verticale du milieu
Afin d’illustrer l’importance de l’hypothe`se de corre´lation verticale du milieu (nous en-
tendons par corre´lation : “quand le signe des coefficients d’ondelettes de la fluctuation hori-
zontale d’e´paisseur optique est inchange´ le long de la propagation du rayonnement”) sur le
signe des quantite´s radiatives (ici l’absorption) dues aux interactions sous-pixel dans le cas
d’un e´clairement vertical, nous de´taillons ci-dessous le calcul de la transmission d’un rayon-
nement a` travers un milieu purement absorbant, et l’absorption de ce rayonnement par ce
milieu. La fluctuation horizontale de l’e´paisseur optique du milieu dans chaque couche du
nuage est donne´e sur la figure E.1 : le milieu est pe´riodique de pe´riode 6.4 km ; l’e´paisseur
optique moyenne est 1 ; l’e´paisseur optique vaut partout l’unite´, sauf entre les abscisses 2.4
et 3.2 km, ou` la fluctuation suit celle d’une ondelette de Haar a` l’e´chelle j = 3. A l’aide de
l’AMR de Haar et une e´chelle d’approximation J = 0, la fluctuation horizontale du coefficient
d’extinction α est descriptible a` l’aide du coefficient d’e´chelle pour J = 0 note´ A = 〈α, ϕ0,0〉,
et d’un coefficient d’ondelette Ai = 〈α(zi), ψj=3,k=3〉.
Nous supposons que la fluctuation horizontale d’e´paisseur optique a la meˆme allure dans
le nuage, mais que la valeur du coefficient d’ondelette non-nul de´pend de la coordonne´e z :
on note Ai le coefficient d’ondelette pour la couche verticale i. L’e´clairement e´tant vertical,
le milieu e´tant purement absorbant et de´fini comme ci-dessus, et pour le cas J = 0, seuls les
coefficients de connexion ci-dessous interviennent :
+∞∫
−∞
ϕ0,0(x)ϕ0,0(x)ϕ0,0(x)dx = 2
J=0
2 = 1
+∞∫
−∞
ψ3,3(x)ψ3,3(x)ϕ0,0(x)dx = 2
J=0
2 = 1
(E.1)
De plus, de meˆme que pour le milieu, le fluctuation horizontale du flux radiatif transmis est
descriptible par le coefficient d’e´chelle note´ N(i) = 〈N(zi), ϕ0,0〉, et un coefficient d’ondelette
Ni = 〈N(zi), ψj=3,k=3〉.
L’e´clairement du milieu est homoge`ne et est de´crit par N(0) = N .
Suite a` l’extinction du rayonnement par la premie`re couche du milieu d’e´paisseur △z, on
obtient :
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Fig. E.1 – Fluctuation horizontale d’e´paisseur optique.
– Coefficient d’e´chelle du flux transmis :
N(1) = N(0)−△zAN(0)
= N(1−A△z) (E.2)
– Coefficient d’ondelette du flux transmis :
N1 = −△zA1N (E.3)
– Absorption dans la couche :
Abs = N(0)−N(1) = NA△z (E.4)
Suite a` l’extinction par la deuxie`me couche, on obtient :
– Coefficient d’e´chelle du flux transmis :
N(2) = N(1)−△z (N(1)A+N1A2)
= N
(
(1−A△z)2 +△z2A1A2
) (E.5)
– Coefficient d’ondelette du flux transmis :
N2 = N1 −△z
(
N1A+N(1)A2
)
= −△zN(A1 +A2)(1−△zA) (E.6)
– Absorption dans la couche :
Abs = N(1)−N(2)
= N△z ((1−A△z)A−△zA1A2) (E.7)
Suite a` l’extinction par la troisie`me couche, on obtient :
– Coefficient d’e´chelle du flux transmis :
N(3) = N(2)−△z (N(2)A+N2A3)
= N
[
(1−A△z)3 +△z2(1−A△z) (A1A2 + (A1 + A2)A3)
] (E.8)
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– Coefficient d’ondelette du flux transmis :
N3 = N2 −△z
(
N2A+N(2)A3
)
= −△zN ((A1 +A2 +A3)(1−△zA)2 +△z2A1A2A3) (E.9)
– Absorption dans la couche :
Abs = N(2)−N(3)
= N△z
[(
1−A△z)2 A−△z(A1 + A2)A3 +△z2A (A1A2 + (A1 + A2)A3)]
(E.10)
Suite a` l’extinction par la quatrie`me couche, on obtient :
– Coefficient d’e´chelle du flux transmis :
N(4) = N(3)−△z (N(3)A+N3A4)
= N
[
(1−A△z)4 +△z2
[
(1−A△z)2 (A1A2 + (A1 + A2)A3 + (A1 + A2 + A3)A4)
+△z2A1A2A3A4
]]
(E.11)
– Coefficient d’ondelette du flux transmis :
N3 = N2 −△z
(
N2A+N(2)A3
)
= −△zN ((A1 +A2 +A3)(1−△zA)2 +△z2A1A2A3) (E.12)
– Absorption dans la couche :
Abs = N(3)−N(4)
= N△z
[(
1−A△z)3 A+△zF1 +△z2F2 +△z3F3]
avec : F1 = −(A1 + A2 + A3)A4,
F2 = A (A1A2 + (A1 + A2)A3 + 2(A1 + A2 + A3)A4) ,
F3 = −
[
A
2
(A1A2 + (A1 + A2)A3 + (A1 + A2 + A3)A4) + A1A2A3A4
]
(E.13)
On pourrait continuer cet exercice de calcul a` la main, mais le calcul pour les quatre
premie`res couches semblent donner quelques re`gles.
Dans le cas ou` les coefficients d’ondelette Ai sont de meˆme signe, le flux moyen transmis,
proportionnel au coefficient d’e´chelle N(i), est augmente´ d’une source additionnelle due aux
interactions sous-pixel, et cette source est syste´matiquement positive : en effet, l’e´quation
E.11 indique que cette source est la somme de termes ne de´pendant que de produits d’ordre
pair des coefficients Ai. Si ces coefficients sont de meˆme signe, chaque terme sera positif, ainsi
que la source. De plus (cf les e´quations E.7, E.10 et E.13), l’absorption de l’e´nergie radiative
par le milieu s’e´crit comme la somme de l’absorption due aux interactions a` l’e´chelle (des
pixels d’approximation), et de l’absorption due aux interactions sous-pixel (repe´re´e en gras
dans les e´quations). Cette absorption additionnelle s’e´crit comme un polynoˆme de variable
△z, dont les coefficients ne de´pendent que de la somme du produit d’ordre pair de coefficients
d’ondelettes Ai. Ainsi, dans le cas ou` les coefficients Ai sont de meˆme signe, de meˆme que pour
le rayonnement transmis, les signes des termes additionnels sont pre´visibles : dans l’e´quation
E.13, F1 < 0, F2 > 0, F3 < 0.
L’absorption dans chaque couche semble eˆtre de la forme :
Abs(i) = N△z
[(
1−A△z)i−1 A+ i−1∑
i′=1
△zi′Fi′
]
(E.14)
avec sign(Fi′) = sign
(
(−1)i′
)
et F1 = −Ai
i−1∑
k=1
Ak (E.15)
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L’approximation au premier ordre de l’absorption dans chaque couche verticale i est
Abs(i) = N△z
[(
1−A△z)i−1 A−△zAi i−1∑
k=1
Ak
]
(E.16)
Ainsi, le calcul de type plan-paralle`le ne´glige les transmission et l’absorption additionnelles
dues aux interactions entre e´chelle, et celles-ci, quand il y a corre´lation entre l’he´te´roge´ne´ite´
du milieu avec la direction d’incidence, et en approximant le polynoˆme
∑
i
△ziFi au premier
ordre, sont respectivement positive et ne´gative. Dans ce cas, et toujours au premier ordre,
le calcul de type plan-paralle`le surestime donc syste´matiquement l’absorption, de la quantite´
N△z2Ai
i−1∑
k=1
Ak .
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Annexe F
Expression des termes de couplage entre
e´chelles dans l’e´quation 3.115
Nous donnons ici l’expression des six termes additionnels intervenant dans l’e´quation
3.115.
Quand Ψi est une fonction d’e´chelle,
∑
i
signifie
2J−1∑
k=0
. Quand Ψi est une ondelette,
∑
i
signifie
L−1∑
j=J
2j−1∑
k=0
. µ± repre´sentent les directions montantes (µ+) et descendantes (µ−).
Le terme Tϕϕ1 (µ
±) repre´sente la contribution a` l’e´chelle 2−j3 de l’interaction des fluctua-
tions a` l’e´chelle du pixel du coefficient d’extinction et de la fonction radiance.
Tϕϕ1
(
µ±
)
= −
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉
〈
N˜
(
z, µ±
)
, ϕ2
〉
〈ϕ1ϕ2, ψ3〉
+
ω0
4
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉 〈ϕ1ϕ2, ψ3〉
1∫
0
P
(
µ±, µ′+
) 〈
N˜
(
z, µ′+
)
, ϕ2
〉
dµ′+ (F.1)
+
ω0
4
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉 〈ϕ1ϕ2, ψ3〉
0∫
−1
P
(
µ±, µ′−
) 〈
N˜
(
z, µ′−
)
, ϕ2
〉
dµ′−
Dans le cas de l’AMR de Haar, ce terme est nul.
Le terme Tϕψ2 (µ
±) repre´sente la contribution a` l’e´chelle 2−j3 de l’interaction des fluc-
tuations a` l’e´chelle du pixel du coefficient d’extinction avec les fluctuations sous-pixel de la
fonction radiance.
Tϕψ2
(
µ±
)
= −
∑
1
∑
2
〈α, ϕ1〉
〈
N˜
(
z, µ±
)
, ψ2
〉
〈ϕ1ψ2, ψ3〉
+
ω0
4
∑
1
∑
2
〈α,ϕ1〉 〈ϕ1ψ2, ψ3〉
1∫
0
P
(
µ±, µ′+
) 〈
N˜
(
z, µ′+
)
, ψ2
〉
dµ′+ (F.2)
+
ω0
4
∑
1
∑
2
〈α,ϕ1〉 〈ϕ1ψ2, ψ3〉
0∫
−1
P
(
µ±, µ′−
) 〈
N˜
(
z, µ′−
)
, ψ2
〉
dµ′−
Dans le cas de l’AMR de Haar,
∑
1
∑
2
est re´duit a`
∑
k1
∑
j2=j3,k2=k3
, avec k1 tel que le support
de ψ2 = ψ3 intercepte celui de ϕJ,k1 .
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Le terme Tψϕ3 (µ
±) repre´sente la contribution a` l’e´chelle 2−j3 de l’interaction des fluc-
tuations sous-pixel du coefficient d’extinction avec les fluctuations a` l’e´chelle du pixel de la
fonction radiance.
Tψϕ3
(
µ±
)
= −
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉
〈
N˜
(
z, µ±
)
, ϕ2
〉
〈ψ1ϕ2, ψ3〉
+
ω0
4
∑
1
∑
2
〈α,ψ1〉 〈ψ1ϕ2, ψ3〉
1∫
0
P
(
µ±, µ′+
) 〈
N˜
(
z, µ′+
)
, ϕ2
〉
dµ′+ (F.3)
+
ω0
4
∑
1
∑
2
〈α,ψ1〉 〈ψ1ϕ2, ψ3〉
0∫
−1
P
(
µ±, µ′−
) 〈
N˜
(
z, µ′−
)
, ϕ2
〉
dµ′−
Dans le cas de Haar, la somme se re´sume e´galement a` celle du cas de Tϕψ2 (µ
±).
Le terme Tψψ4 (µ
±) repre´sente la contribution a` l’e´chelle 2−j3 de l’interaction des fluc-
tuations sous-pixel du coefficient d’extinction avec les fluctuations sous-pixel de la fonction
radiance.
Tψψ4
(
µ±
)
= −
∑
1
∑
2
〈α,ψ1〉
〈
N˜
(
z, µ±
)
, ψ
2
〉
〈ψ1ψ2, ψ3〉
+
ω0
4
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉 〈ψ1ψ2, ψ3〉
1∫
0
P
(
µ±, µ′+
) 〈
N˜
(
z, µ′+
)
, ψ
2
〉
dµ′+ (F.4)
+
ω0
4
∑
1
∑
2
〈α, ψ1〉 〈ψ1ψ2, ψ3〉
0∫
−1
P
(
µ±, µ′−
) 〈
N˜
(
z, µ′−
)
, ψ
2
〉
dµ′
Dans le cas de Haar, les cas a` conside´rer sont : j1 = j2 < j3, et k1 = k2 tel que le support
de ψ1 = ψ2 intercepte celui de ψ3.
Les termes Sϕ1 (µ
±) et Sψ2 (µ
±) repre´sentent les contributions a` l’e´chelle 2−j3 des de´rive´es
horizontales des fonctions d’e´chelle et ondelettes de la fonction radiance :
Sϕ1
(
µ±
)
= −ηQ˜
∑
1
〈∂ϕ1, ψ3〉
〈
N˜
(
z, µ±
)
, ϕ1
〉
(F.5)
Dans le cas de l’AMR de Meyer, Sϕ1 (µ
±) est a` prendre en compte seulement si j3 = J ou
j3 = J + 1.
Sψ2
(
µ±
)
= −ηQ˜
∑
1
〈∂ψ1, ψ3〉
〈
N˜
(
z, µ±
)
, ψ1
〉
(F.6)
Dans le cas de l’AMR de Meyer,
∑
1
est re´duit au cas |j3 − j1| ≤ 1.
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Annexe G
Pre´cisions sur les calculs Monte Carlo et
SHDOM
On donne ici quelques pre´cisions concernant les codes de calcul pris comme re´fe´rence dans
ce travail, et sur leurs conditions de simulation.
G.1 Pre´cisions sur le code Monte Carlo et son utilisation
La propagation de la lumie`re dans un milieu autre que le vide peut eˆtre vue comme une
chaˆıne de Markov de collision d’un photon, celui-ci pouvant eˆtre absorbe´ ou diffuse´ [Marchuk
et al. 1980]. Un processus de Markov est un processus stochastique [X(t)] ou` la distribution
conditionnelle du processus au temps tn, X(tn), ne de´pend que de X(tn−1). La me´thode de
Monte Carlo consiste a` simuler cette chaˆıne de Markov. Plus pre´cise´ment, la me´thode de
Monte Carlo utilise´e ici est celle qui consiste a` suivre le photon pas a` pas et a` moyenner la
radiance pour des angles solides pre´de´termine´s (forward with bin averaging method), associe´e
a` la technique de la section efficace maximale [Marshak et al. 1995]. Les me´thodes de Monte
Carlo pour re´soudre l’Equation du Transfert Radiatif consistent a` simuler les trajectoires des
photons dans le milieu selon le sche´ma suivant :
– 1. La position originale du photon est simule´e avec une distribution source ;
– 2. Le libre parcours du photon est simule´ ;
– 3. Les coordonne´es de la nouvelle collision sont calcule´es ;
– 4. La sortie du photon hors du milieu est examine´e ;
– 5. Le type de collision (absorption ou diffusion) est simule´ ;
– 6. Le cosinus µ de l’angle de diffusion est simule´ ;
– 7. Les coordonne´es de la nouvelle direction de diffusion sont calcule´es.
Les mode`les de Monte Carlo directs donnent une estimation des flux radiatifs pour n’im-
porte quelle condition de milieu et d’angle solaire. Les flux et les radiances sont estime´s en
termes de nombre de photons, ou` chaque photon repre´sente un quantum d’e´nergie. Le champ
de radiances est discre´tise´ comme sur la figure G.1. Chacun des he´misphe`res est divise´ en
1116 surfaces : le pas ze´nithal est constant et vaut δθ = 5◦ ; le pas azimutal δϕ est variable et
de´pend de l’angle ze´nithal : δϕ = 30◦ pour 0 ≤ θ ≤ 5◦, δϕ = 15◦ pour 5 ≤ θ ≤ 15◦, δϕ = 10◦
pour 15 ≤ θ ≤ 25◦, δϕ = 5◦ pour 25 ≤ θ ≤ 90◦. Afin de comparer les radiances obtenues
par ce code et les radiances calcule´es avec WaveNum, nous avons interpole´ et extrapole´ les
radiances Monte Carlo dans les directions de´finies par notre e´chantillonnage azimutal – 32
angles et une re´solution de 12.5◦ – et par la quadrature de Gauss pour les angles ze´nithaux
(cf. tableau 5.1), suivant une interpolation spline.
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Fig. G.1 – Repre´sentation des 1116 directions angulaires pour lesquelles la radiance est cal-
cule´e.
La me´thode de Monte carlo produit des erreurs statistiques qui naturellement de´croissent
quand le nombre de photons lance´s sur le milieu augmente (loi des grands nombres). En
supposant que la trajectoire de chaque photon peut eˆtre vu comme une e´preuve de Bernoulli1,
si le nombre total de photons incidents vaut N0, si le nombre de photons e´mergeant du nuage
dans un angle solide e´le´mentaire autour d’une direction conside´re´e vaut Nr, l’erreur relative
Er sur les flux radiatifs dans ces directions peut eˆtre estime´e [Cahalan et al. 1994b] a` partir
d’un calcul statistique sur l’e´cart-type des flux radiatifs :
Er =
(
N0 −Nr
N0Nr
)1/2
. (G.1)
Ainsi, en moyenne, c’est a` dire si l’on suppose qu’autant de photons sortent du nuage dans
chaque direction – ce qui est faux en pratique, l’erreur relative sur chaque radiance vaut :
Er ≈
(
N0
2L ∗ 1116 ∗ 2
)−1/2
(G.2)
pour chaque radiance issue de chaque pixel nuageux (il y en a 2L), pour chaque direction (il
y en a 1116), aussi bien vers le haut que vers le bas. Dans les simulations Monte Carlo pour
notre e´tude, 3.109 photons incidents ont e´te´ lance´s sur la pe´riode nuageuse, et sachant que
l’on compte 27 = 128 pixels nuageux par pe´riode, le calcul donne une erreur relative moyenne
d’environ 1% sur les radiances. L’erreur relative sur les flux pour chaque pixel e´le´mentaire
vaut :
Er =
(
N0 −N0/(2L.2)
N0N0/(2L.2)
)1/2
, (G.3)
1Les e´preuves de Bernoulli sont des essais re´pe´te´s d’une expe´rience qui obe´issent aux conditions suivantes :
chaque e´preuve aboutit soit a` un succe`s soit a` un e´chec ; la probabilite´ de succe`s est la meˆme pour chaque
e´preuve ; les e´preuves sont inde´pendantes.
G.2. PRE´CISIONS SUR LE CODE SHDOM ET SON UTILISATION 201
soit, pour chacun des 27 = 128 pixels nuageux, une erreur d’environ 1, 15.10−4%.
Les radiances et flux calcule´s avec le code WaveNum pour les deux types de nuages simule´s
dans ce travail, nuage sinuso¨ıdal et “cascade borne´e”, correspondent a` un ordre de diffusion
limite´. Afin de valider ces calculs, nous avons compare´ ces re´sultats avec ceux issus de deux
simulations Monte Carlo distinctes, l’une pour un ordre de diffusion “infini”, l’autre pour
le meˆme ordre de diffusion limite´. Le fait que, par exemple, dans la figure 5.9, les radiances
sortantes MC26 sont ponctuellement supe´rieures aux radiances MC∞, ce qui n’a absolument
rien de physique, s’explique ainsi par le fait que, premie`rement les deux re´sultats Monte Carlo
sont le re´sultat de deux simulations diffe´rentes, deuxie`mement ces deux re´sultats sont entache´s
d’erreur statistique inhe´rente a` la mode´lisation Monte Carlo, et troisie`mement nous avons
interpole´ et extrapole´ les radiances Monte Carlo dans les 1116 directions angulaires de calcul
vers les directions utilise´es par le code WaveNum.
G.2 Pre´cisions sur le code SHDOM et son utilisation
La me´thode des harmoniques sphe´riques aux ordonne´es discre`tes (SHDOM) de´veloppe´e
par [Evans 1998] combine la repre´sentation du champ de rayonnement avec des harmoniques
sphe´riques et des ordonne´es discre`tes. La repre´sentation en harmoniques sphe´riques est utilise´e
pour calculer rapidement l’inte´grale de diffusion. Les ordonne´es (angulaires) discre`tes sont
utilise´es pour inte´grer spatialement l’e´quation du transfert radiatif. Ce mode`le permet de
re´soudre l’e´quation du transfert radiatif en 1D, 2D et 3D pour des rayonnements non polarise´s
avec des milieux posse´dant des proprie´te´s variables (coefficient d’extinction, fonction de phase,
. . . ). Les calculs de transfert radiatif peuvent eˆtre re´alise´s, soit en monochromatique, soit par
bande spectrale (en utilisant des k distributions). Les e´missions solaire et thermique peuvent
eˆtre prises en compte. Ce qui distingue ce mode`le de transfert radiatif d’autres mode`les est,
d’une part, l’utilisation des harmoniques sphe´riques pour acce´le´rer les calculs de l’inte´grale de
diffusion et, d’autre part, l’emploi d’une grille adaptative pour ame´liorer la pre´cision spatiale.
La me´thode de re´solution est simplement l’ite´ration entre la fonction source et le champ de
radiances, ce qui est e´quivalent a` la me´thode des ordres successifs de diffusion (ou une ite´ration
de Picard [Kuo et al. 1996]) utilise´e dans le pre´sent travail.
Les harmoniques sphe´riques constituent une base orthogonale pour les fonctions des angles
µ et ϕ (ze´nithal et azimutal). Comme il a de´ja` e´te´ dit, le calcul de la fonction source est plus
rapide dans l’espace des harmoniques sphe´riques : lorsque la diffusion ne de´pend que de
l’angle relatif des rayons incident et diffuse´, la fonction source, dans l’espace des harmoniques
sphe´riques, est re´duite a` une simple multiplication :
Jscatlm =
ωχl
2l + 1
Ilm, (G.4)
ou` Ilm est le coefficient en harmoniques sphe´riques des radiances, χl est le coefficient de
Legendre pour la de´composition de la fonction de phase, ω l’albe´do de diffusion simple. La
transformation de la fonction source en ordonne´es discre`tes permet de calculer la radiance en
ordonne´es discre`tes en inte´grant l’e´quation du transfert radiatif.
La me´thode de re´solution est une ite´ration de Picard de´crit dans la figure G.2. Elle com-
prend quatre e´tapes principales :
– 1) la fonction source en harmoniques sphe´riques est transforme´e en ordonne´es discre`tes,
– 2) la fonction source est inte´gre´ spatialement pour obtenir le champ de radiances,
– 3) le champ de radiances est transforme´ en harmoniques sphe´riques,
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– 4) la fonction source est calcule´e a` partir du champ de radiances en harmoniques
sphe´riques.
Fig. G.2 – Graphique repre´sentant l’algorithme de calcul de SHDOM (d’apre`s [Evans 98]).
Quelques techniques sont utilise´es pour rendre plus performants les calculs. La convergence
du calcul est acce´le´re´e ; elle repose sur une convergence ge´ome´trique de la fonction source :
J ′(n) = J (n) + a(J (n) − J (n−1)), (G.5)
avec a de´termine´ d’apre`s les proprie´te´s de convergence ge´ome´trique. De plus, une troncature
adaptative en harmoniques sphe´riques permet que l’ordre de la se´rie varie en chaque point de
grille, ce qui permet de sauver de la me´moire de calcul. Une grille adaptative est imple´mente´e
afin d’augmenter la re´solution dans les parties denses du nuage et dans celles ou` existe une
variation importante du champ de rayonnements (sommet et bord de nuage). Cette approche
est utilise´e en dynamique des fluides [Melton 1995]. Une grille re´gulie`re est de´finie initialement,
mais au cours des ite´rations, les mailles peuvent eˆtre divise´es afin d’augmenter la re´solution
spatiale. Le crite`re de division d’une maille est base´ sur la variation de la fonction source
dans cette maille. Enfin, le champ de radiances et la fonction source sont initialise´s avant la
se´quence d’ite´rations par une solution du transfert radiatif de type Eddington .
Les caracte´ristiques des simulations SHDOM effectue´es dans ce travail sont les suivantes :
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– 16 angles ze´nithaux en 0 et 180◦ de´finis par la quadrature de Gauss,
– 32 angles azimutaux entre 0 et 360◦,
– 1 m de re´solution verticale
– le crite`re pour la convergence du calcul est de 1.10−5 sur l’e´cart-type normalise´ de la
diffe´rence entre deux fonctions sources successives
– la me´thode “Delta-M scaling” est utilise´e pour re´duire le pic de diffusion avant de la
fonction de phase, ce qui passe par une mise a` l’e´chelle de la fonction de phase, de
l’albe´do de diffusion simple, et du coefficient d’extinction.
Les radiances SHDOM que l’on compare aux radiances calcule´es par WaveNum, sont
obtenues par inte´gration spatiale des fonctions sources en fin d’ite´rations suivant les ordonne´es
angulaires discre`tes de WaveNum.
Re´sume´
Le transfert radiatif en atmosphe`re nuageuse est une donne´e essentielle dans l’e´tude du climat.
A cause de ses aspects non-line´aire et multie´chelle, une des difficulte´s du transfert radiatif tient
a` la prise en compte des he´te´roge´ne´ite´s spatiales des proprie´te´s microphysiques (variabilite´
horizontale, he´te´roge´ne´ite´ ge´ome´trique, ...), tant d’un point de vue the´orique que nume´rique.
Afin de re´pondre a` cette proble´matique, nous utilisons ici l’analyse multire´solution de type
ondelette dans une me´thode de Galerkin applique´e a` l’Equation du Transfert Radiatif.
Cette me´thode permet de formaliser le proble`me du transfert radiatif en milieu he´te´roge`ne
en distinguant les processus e´le´mentaires d’interaction entre le champ de rayonnements et le
milieu, de´crits par des coefficients de connexion.
Cette re´e´criture a conduit a` la mise au point d’un code de calcul, conu comme un “mode`le
instrument”, un outil d’analyse des proble`mes d’e´chelle en transfert radiatif. Les re´sultats ont
e´te´ valide´s par rapport aux codes Monte Carlo et SHDOM.
Des premie`res simulations ont montre´ l’inte´reˆt de cette approche pour quantifier les sources
radiatives additionnelles a` l’e´chelle de pixels dits d’approximation dues aux interactions sous-
pixel, et pour l’e´tude originale des effets “ 3D”.
Cette nouvelle approche ouvre des possibilite´s d’application aux e´tudes en cours sur les li-
mitations des codes de calcul existants et des techniques d’inversion (dimension des pixels,
hypothe`ses d’he´te´roge´ne´ite´ verticale, ...), et peut amener a` la construction de parame´trisation
des he´te´roge´ne´ite´s nuageuses.
Mots cle´s : transfert radiatif, nuages, he´te´roge´ne´ite´, analyse multire´solution, me´thode de
Galerkin-Ondelette.
Abstract
Radiative transfer in cloudy atmosphere is essential in climate study. Regarding its non-linear
and multiscale aspects, one of the difficulties of radiative transfer is to account for spatial he-
terogeneities of cloud microphysic properties (horizontal variability, geometric heterogeneity),
from both theoretical and numerical points of view.
In order to answer these problems, we use a wavelet multiresolution analysis in a Galerkin
method applied to the radiative transfer equation.
This method yields the formalization of radiative transfer in heterogeneous medium by dif-
ferentiating the elementary interaction processes betwen the radiation field and the medium,
described by connection coefficients.
This rewriting leads us to build a code, designed as an “instrument model”, a tool that ana-
lyses scale problems in radiative transfer. The results have been validated with Monte Carlo
and SHDOM codes. First simulations demonstrate the interest of this approach to quantify
additional radiative sources at approximation pixel scale due to scale interactions, and for the
original study of 3D radiative effects. This new approach opens up applications in the cur-
rent studies concerning the limitations of existing codes and inversion procedures (pixel size,
vertical homogenity hypothesis, ..), and can give rise to the making of cloud heterogeneity
parameterisation.
Keywords : radiative transfer, cloud, heterogenity, multiresolution analysis, Wavelet-Galerkin
method.
